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【113 阳 疝 里 的 运 刷 


【11131 正 整数 与 后 继 数 


正 整 数 焦作 是 这 么 息 义 网 , 它 满足 下 面 的 所 有 条 件 : 
1. 任 音 一 个 正 整数 Qa 都 恰 有 一 个 后 继 数 @- 
2. 有 一 个 正 整 数 ,没有 什么 正 整数 曲 人 
3. 除 了 3 1 以 外 的 任意 一 个 正 整数 Qa, 都 是 某 一 数 此 
4. 如 果 1ES 且 (车 hnES 则 meES) 那 么 S=N 

人 了 工 的 后 继 数 的 后 继 数 ” 
季 该 用 什么 表示 .难道 是 “1 “1 之 米 的 o9? 

于 是 RE 以 前 ,就 有 人 息 义 了 :=2.2=3.3 =44 -=55=60=7 7 =8， 

8 =9.9 =10. 我 们 用 翅 两 个 数 衬 托 起 来 做 成 的 "10" 来 表示 9 的 后 继 数 . 

接 下 来 ,10 =1111=12 .19 =20,..99 =100, 于 是 ,我 人 7 就 有 理论 上 能 哟 去 
人 

但 是 ,后 继 数 这 种 运算 本 身 只 是 午 单 的 数 数 而 已 ,并 无 任何 实际 应 用 价值 . 走 


正 有 价 倡 的 东西 是 下 面 揭 一 一 


【123 加 法 


加 法 的 征 义 如 下 用 加 旦 “+ 表示. 


1. a+1=a- 
2. a+b =(a+b) 
很 高 单 吧 | 不 过 ,这 
a+b=a”…( 共 b 个 后 继 数 痛 号 小 .这 就 清 
不 过 ,有 时 候 加 法 还 是 不 驶 用 .于 昆 


【11331 乖 法 


乘法 的 证 义 如 下 用 乘 旦 "x" 表 示 . 
1.ax1=a 
2 人 


是 很 高 单 的 征 义 .通俗 一 丰 


可 以 ,LOx10=100,100x10=1000,100...0( 共 nn 


个 "0"). 这 手 引 导 我 们 进入 下 一 级 运算 一 一 


r1143 乘 证 


乘 方 运 莫 每 一 靓 用 “表示 , 生 义 为 ; 
1.a “1=1 
2.aQ“b =a “bxa 
和 对 法 没有 交 损 律 . 结 
可 以 "通俗 一 点 "说 ,a?=axax...a( 共 b 个 "Q“). 然 
到 发 展 , 一 直到 近代 .人 1 曾经 "多 簿 “了 很 多 
能 的 正 整 数 . 


ie 
直 晰 明了 多 
,我 人 7 需 


台 律 .- 凶 来 说 , 它 是 右 
示 直接 用 上 柱 记 作 "ao" 此 时 ap=a^b 


数字 ,给 


到 下 面 揭 结论 


ee 


. 襄 ,Qxb=a+a+...Q( 共 b 个 “Q 


个 "0 光 x10=100.0( 共 n+1 


结合 弗 ,a^b^c 字 解释 成 a (bc) 


和 面 重 半 pp 


] 命 名 ,用 以 说 出 任何 可 


【1231 以 "0" 结 尾 拘 东西 


【12,114 种 中 文 计数 系统 

在 中 文 数 字 中 ,10 称 为 十 ,100 称 为 百 ,1000 了 称 为 千 ,10000 称 为 万 .这 是 不 可 
置疑 的 .但 是 ,和 更 大 的 数字 该 如 何 称呼 呢 ? 

早 在 黄帝 时 期 ,3 种 计数 系统 就 存在 了 .它们 分 别 是 "下 数 ". “中 数 ". “上 数 ” 


而 现在 ,这 3 种 计数 系统 几乎 不 存在 ,取而代之 的 是 "万 进 " 计 数 方法 .这 里 ,我 将 
它们 的 数 但 列举 如 下 : 
数 衬 名 称 下 数 万 进 中 数 上 数 
10^4 10^4 10^4 10^4 
人 2 10^5 10^8 10^8 10^8 
攻 10^6 10^12 10^16 10^16 
京 10^7 10^16 10^24 10^32 
壤 10^8 10^20 10^32 10^64 
种 10^9 10^24 10^40 10^128 
种 10*^10 10^28 10^48 10^256 
光 10^11 10^32 10^56 10^512 
油 10^12 10^36 10^64 10^1024 
正 10*^13 10^40 10^72 10^2048 
戟 10^14 10^44 10^80 10^40956 
由 此 可 见 “下 数 " 实 球 上 是 "十 进 " ”中 数 " 风 是 “万 万 进 ” 而 "上 数 " 是 "平方 进 ” 


【12231 企 严 大 数 


其 灾 "上 数 " 是 一 种 很 经 洲 的 表示 方法 , 饭 
“上 数 " 类 似 拘 表示 法 还 有 很 


ko 下 


表 所 下 .也 是 平方 进 


多 ko 下 面 一 例 . 


2 汪 可 以 用 曲 少 


的 称呼 表示 出 大 数 .与 


名 称 
俱 股 
阿 康 多 
那 由 他 
频 波多 


和 锥 羯 久 


Bt 波 订 
Bt 溥 底 
Bk 侍 担 


目 
尿 量 


数 但 
10/ 

10 乓 
1028 


102?6 


1011 
10224 
10448 
10826 
1012* 
10325814 


107168 
10 弘 336 


102867 
10527341 
10114688 
10222376 
10452875 
10217504 
101835008 
103670016 
10734003< 
10 芭 680061 
10223601<8 
10287<-0<56 
1017440512 


10-34881024 


名 称 
二 持 
开 路 
颠倒 
三 末 邯 
BtB 者 多 
旭 敢 罗 


何 罕 


台 | 辐 | 岂 | 盯 | 环 | 呆 
条 | 森 |mI | 江上 | 溃 | mm 
呵 ， 


说 
Co 
证 


四 


动 
| 


数值 


1046276<-048 
102325<4020 
10187204812< 


103728026384 


10721612<768 


1015032385536 
103006477107“ 
10601-2542144 
10120<52084<88 
10240518168576 
1048103633715“ 
1026 2072674304 
1012224145348608 
103848-20627216 
10762658132443< 
101532316<2788864 
10307863255777<8 
106157-651155456 
101314530231021< 
102462206046<1824 
10422581202243648 
10285>1o 24184872906 
10122703 24836974592 
103240642073242184 
107881<22347828308 


1071276-5228625720730 


名 称 

zj 么 但 多 
示人 么 但 多 
们 么 但 甸 
那么 介 久 
旭 么 但 多 
暂 么 但 久 
钵 罗 么 但 多 
尸 池 么 惧 
能 

有 辟 多 

沛 罗 

向 史 
容 步 罗 
泄 多 

计 多 


i 么 多 
摩 倍 波 


数值 


1031522212732152347< 
10% 3050394783186944 
10126100782566373888 


10252<<015272313<747770 


105204403158205423555< 


101008800316530221104 
10201761<63306128<<08 
104435<-<5<00123204410 
10807045053<<472<883< 
10160140201064425857004 
103<<8180<1<82217153 28 
10864563604<572383430650 
1012127<0851520086131< 
10-28<-52441703123 37220214 
10?516208834003807445<48 
1010330176681<7734820420 
10“-0660353 36255469780992 
10413-070672510232501284 
108<-641413450<18721<3208 
10162-8-8<-020043758247330 
103 3056565380087516495872 
1086113130476017503 2991744 
1013--262615<03200605283488 
10-6445<5<34044704131200270 
1052-824054460481400203233325< 


101027810032<10<800527807204 


史 
mg| 田 J 
帮 汾 


可 
赤 


绅 | 和 总 | 台 | 疼 
档 | 赚 | 习 | 明 
人 党 | 沧 


上 


这 
咀 | 姐 | 明 | 直 


NA 
N 一 
站 党 


者 么 罗 
驮 么 罗 


钵 提 么 陀 


Bio 麻 


叮 僧 只 


数值 


10<1126201843<500105573 5808 
104<31c40308051<0<1147101o 
10846<48073730c<404<<<243c3< 


10102-4201474604848445886464 


10338422<<242<02010823177<2<8 


1087822845828412233783545850 
101323226217236838467567031712 
10-707223835236762351341834<4 
10241528767187353870<08306848 
101083127234374707740536733620 
10216632506874241548107346732< 
10433<72413742883020<140234784 
108665580<74227601224233802508 
101733116005422253<3848587732130 
103466<-3<10222200470237175478<7< 
10623<464<122281<25334350250544 
10138642<84322202520788701213088 
10-77-2826872223<51815774038<6170 
1055452713752285030315480765<35< 


101102124<751223700720302015344704 


10^(2^98x7) 
10^(2^99x7) 
10^(2^100x7) 
10^(2^101x7) 
10^(2^102x7) 
10^(2^103x7) 


名 称 数值 


呵 僧 只 转 10141276867<-<5561022207030752002112 
旦 283953734451123385935261518004224 

无 , 量 10 

无 量 畦 05286720746824<<4077 坦 /902523030008448 


无 边 0132814237804423543741046007<010820 
无 , 边 辕 102<7/10228756008287108748<02<14403372< 


04243<52751e17274174204184<88007584 


员 
怀 | 志和 评 


无 字 转 0208651250<435248342228308570135168 

不 可 溉 101817303200487182602285073715<<70330 

不 可 溉 转 1038634607840274372332271347430454007< 

不 可 积 0O7-62<15601248758672234<0248602081344 

不 可 各 畦 0 二 238431<038275173528853827<181o<088 

不 可 田 10-207686<40772503471277077344303<5370 
IE 


不 可 说 人 可 说 10186021212402888<<<<0053<28843224824004 
可 说 辐 可 说 辕 1 所 2 228 人 人 


什么 ?你 认为 这 种 数字 很 大 ?那么 你 网 目 光 直 是 能 是 浅 网 .，.， 


妈 


【123312 种 "-illiom" 数 字 系 统 
我 人 7 和 对 ,英文 中 的 fen 是 10hundred 是 100 +housand 是 1000 而 million 
则 是 102. 这 2 种 计数 系统 就 从 这 里 开始 分 离 .它们 是 美式 英文 的 “shorf scale” 
和 和 其 他 外 文 的 "long scale".shorf scale 按照 10: 呈 命名 以 -ilion 结尾 的 数字 ， 


而 long scale 按照 10 和 命名 以 - 训 ion 结尾 赐 数 字 , 控 106 命名 以 -illiard 结尾 
的 数字 .下 面 是 一 些 息 型 的 例子 . 


名 称 shorf scale long scale| 名 称 long scale 
million 10 0 10 ”6 milliard 10 ”9 
billion 10 9 10 “12 billiard 10 15 
+prillion 10 ~12 10 ~18 +pilliard 10 ~21 
quadrillion 10 ~15 10 24 quadrilliard 10 27 
quinf+illion 10 “~18 10 ”~30 quinf+illiard 10 33 
Sex+illion 10 “21 10 ”36 SeXx+illiard 10 ”~39 
Sepfillion 10 24 10 42 Sepfilliard 10 45 
ocfillion 10“27 10 “48 ocfilliard 10 ”51 
nonillion 10 ”~30 10 “54 nonilliard 10”57 
decillion 10 ”33 10 ”600 decilliard 10 ”03 
undecillion 10 “30 10 “66 undecilliard 10 “69 
duodecillion 10 “39 10 “72 duodecilliard 10 ”75 
fredecillion 10 ~42 10” 78 fredecilliard 10 “81 
quat+uordecillion|10 “45 10 ”84 quat+uordecilliardl 10 87 
quindecillion 10 48 10 90 quindecilliard 10 93 
Sexdecillion 10 “51 10 ”96 Sexdecilliard 10 ”99 
septfendecillion 110- 54 10 102 “|septendecilliard |110 ”105 
ocfodecilliion 10”57 10 ”108 “1ocf+odecilliard 10 “111 
novemdecillion |110>60 10 “114 novemdecilliard 110”117 
viginf+illion 10 63 10 "120 |viginf+illiard 10 “123 
Unviginf+illion 10 60 10 126 “| unvigin+illiard 10 ~129 
duovigin+illion “| 10 69 10 132 “|duoviginfilliard “110 ”135 


当然 ,这 些 数字 并 不 止 这 么 点 .我 们 还 有 


名 称 shorf scale long scale 
+riginf+illion 10 93 10 “180 
quadraginf+illion 10 ”~123 10 ”~240 
quinquaginf+illion 10 ~`153 10 300 
Sexaginf+illion 10 “183 10 360 


名 称 shorf+ scale long scale 
Sepf+uagint+illion 10 ~213 10 420 
ocfoginf+illion 10`243 10 480 
nonaginf+illion 10`273 10 “540 

cenf+illion 10 ”303 10 600 
primo-vigesimo-cenf+illion|10” 366 10 ”726 
ducenf+illion 10 603 10 “1200 
+recen+illion 10 903 10 “1800 
quadringenf+illion 10 ~1203 10 ~2400 
quUingen+illion 10 “1503 10 -3000 
SeScenfillion 10 “1803 10 “3600 
Sepf+ingen+illion 10 “2103 10 4200 
ocfingenf+illion 10 “2403 10 “4800 
nongenfillion 10 “2703 10 “5400 

millillion 10 ”3003 10 6000 
dumillillion 10 “6003 10 “12000 
myrillion 10 “30003 10 60000 
mili-millillion(micrillion) 10 ”3000003 10 “6000000 
nanillion 10 “3000000003 10 “6000000000 
picillion 10`3000000000003 110`6000000000000 
f em+i 川 ion 103CQCCGU000000003 10860000QCQCCQCQCCC 
af++illion 10300CQCCUCQGCQUGQ003 1086000CQCQCCQCQQCQGQL 
> ept iion 103C0CCCCQCQUUQUUU000003 1086000CCCQCCCCQQCQGQQGQL 
Yocf+illion 10 “~(3x10`24+3) 10 “~(6x10 ”~24) 
xonillion 10 “~(3x10`27+3) 10 “~(6x10 ”~27) 
vecillion 10 “~(3x10`30+3) 10 “~(6x10 ”~30) 
mecillion 10 “~(3x10`33+3) 10 “~(6x10 ”~33) 
duecillion 10 “~(3x10`360+3) 10 “~(6x10”`30) 
trecillion 10 “~(3x10`39+3) 10 “~(6x10”`39) 


看 ,+recillion 已 经 超越 企 严 经 数字 了 ,然而 我 人 7 还 有 里 大 网 . 
以 下 均 为 Shopr+ Scale 中 的 数字 . 


名 称 shorf+ scale 名 称 shorf+ scale 
Tetfrecillion 10^(3x10^42+3) “|1Exdakillion 1103510 0610 48)3 
Penfecillion 10^(3x10^45+3) “|1Zedakillion |10310 08210 5173 
Hexecillion 10^(3x10^48+3) “|Yyodakillion 110330 0 5 人 3 
Heptecillion “110^(3x10^51+3) |Nedakillion | 103 0 5 
Octecillion 10^(3x10^54+3) 1Ikillion 人 
Ennecillion 10^(3x10^57+3) “|1Ikenillion 11103510 0210 63)3 
Icosiljion 10^(3x10^60+3) 1Icodillion 110350 1066) 
Triacontillion 110^(3x10^90+3) |Ictrillion 110330 6 593 
Tet+racontillion |10^(3x10^120+3) |1Icf+erillion | 103510 44072013 
Pentacontillion |10^(3x10^150+3) |Icpetillion | 103240 075 
Hexacontillion |10^(3x10^180+3) 1Ikectillion |110330 078 
Heptfacontillion |10^(3x10^210+3) |Iczetillion |1030 90 8 
Octacontillion |10^(3x10^240+3) |Ikyofillion | 10320 0 8 
Ennacontillion |10^(3x10^270+3) |Icxenillion |10350 430 8 人 3 
Hecf+illion 10^(3x10^300+3) |Trakillion 110330 0 0) 
Killillion 10^(3x10^3000+3) |Tekillion 110330 0 120)3 
Nedgillion 103x10*3000000+3 pekillion |1103*10"(3x10"150)3 
Gigillion 103x10“3000000000:3 ”|Exakillion “| 103x10"(3x10"180)*3 
Tenillion 103x10*3000000000000*3 |7akillion |103x10`(3x10`210)*3 
Pet+illion 103x10 (3x10 六 3 yokillion 103x10`(3x10`240)*3 
Exillion 103x10 (3x10 18 六 3 Nekillion “|103x10"(3x10`270)r3 
Zettillion 人 Hofillion | 103x*10"(3x10"300)3 
Yot+illion 全 Bofillion |1103x10"(3x10"600)3 
Xennillion 人 Trotillion “| 103x*10"(3x10"900)3 
Dakillion 103x10 (3x10 30)+3 Tofillion 103*10"(3x10`1200)+3 
Hendillion 103x10 (3x10 33)3 Po+illion 103x10`(3x10`1500)*3 
Dokillion 103x10 (3x10 36)3 Exof+illion 103x10`(3x10`1800)*3 
Tradakillion 103x10 (3x10 392)3 Zof+illion 103*10`(3x10`2100)+3 
Tedakillion 103x10 (3x10 42 六 3 yoof+illion “|103z10"(3x10`2400)*3 
Pedakillion 103x10 (3x10 45)3 Nofillion 103x10"(3x10`2700)*3 


名 称 shorf scale 名 称 shorf+ scale 

Kalillion 103x10`(3x10`3000)+3 Hotejillion |103"40`(3“40 300000000)3 
Dalillion |1103x10"(3x10`6000)*3 Gijillion 103x10`(3x10`3000000000)+3 
Tpalillion 1103x10 (3x10 2000)3 As+illion 103x10"(3x10`(3x10 "12))+3 
Talillion |11030 0 0 Lunillion 103x10"(3x10"(3x10"15))*3 
Palillion 103x10 (3x10 15000j#3 Fermillion 103x10`(310`(3x10`18))3 
Exalillion 110330 人 0 7800 Jovillion 103x10"(3x10"(3x10"21D)*3 
Zalillion |11030 0 0 Solillion 103x10"(3x10^(3x10"24))*3 
yalillion |110300 (0 001 Betillion 103x10"(3x10"(3x10"27))*3 
Nalillion 11030 人 0 Glocillion |1103x10"(3x10^"(3x10 "30))+3 
Dakalillion |10320 030000 Gaxillion 103x10"(3x10"(3x10"33))*3 
Hof+alillion | 103*10 (3x10 300000)+3 Supillion 103x10`(3x10`(3x10 “36))*3 
Nejillion 11103940 人 9 000001 Vensillion |1103x10"(3x10"(3x10“39))3 
Dakejillion |103"40"G3x10 30000000)3 人 Aul+illion 103x10`(3x10`(3x10 "42))+3 


Bent+rizillion=105*10 (6x10 (6x10 6000000000)) 


[12 43"-yllion“ 记 尘 


高 德 纳 (Donald Knufh) 发 明了 一 种 很 "经 济 " 的 计数 方法 ,10 称 作 +en,100 称 
作 hundred( 这 2 个 没 变 ), 然 而 ,1000 驯 称 作 fen hundred,3456 驯 称 作 34 
hundred 56( 不 使 用 "+housand ”),10000 则 冠 以 一 个 新 的 名 称 一 一 myriad. 现 
在 ,一些 数 则 名 称 和 值 列 举 如 下 : 


名 称 数 但 名 称 数 但 
myriad 10 4 Sep+yjlion 10 512 
myllion 10 8 ocf+yllion 10 ~1024 
byjllion 10 16 nonyllion 10 ”2048 
+ryjllion 10 32 decyllion 10 4096 
quadryllion 10 64 undecyllion 10 8192 
quUin+yjlion 10 ~128 duodecyllion 10 16384 
Sextyjlion 10 “2506 tredecyllion 10 “32768 


名 称 数值 名 称 数值 
quat+uordecyllion 110 -65536 |novemtrigintyllion|10 2 41 
quindecyllion 10 131072 quadragintyllion 110 ”2 42 
Sexdecyllion 10 262144 |quinquagintyllion |10 2 52 
Sepf+decyjllion 10 524288 jsSexagintyllion 10 “2 62 
octodecyllion 10 septuagintyllion 110^2^72 
novemdecyllion LDO“ ocftoginftyllion 10^2^82 
vigin+yllion 190…… nonagintyllion 10^2^92 
Unvigin+yllion DO， cent+yllion 10^2^102 
duovigin+yllion 10 2 ducentyllion 10^2^202 
+revigin+yllion 1023 3 +recentyllion 10^2^302 
quat+uorvigintyllion |10" 抑 ”5 |quadringentyllion 110^2^402 
quinvigin+yllion 10 ”|quingentyllion 10^2^502 
sexvigin+yllion 10“ 9 |sescentyllion 10^2^602 
sepfemvigintyllion 1102 >” |sepf+ingentyllion 110^2^702 
octovigint+yllion 10 ”|ocf+ingentyllion 110^2^802 
novemvigintyllion 110 生 3 |nongentyllion 10^2^902 
+rigintyllion 10 0 |millyllion 10^2^1002 
Unt+rigintyllion 10 |myryllion 10^2^10002 
duotrigin+yllion 10 602 |micryllion 10^2^1000002 
fretrigintyllion 11034359738368 |nanyllion 102"1000000002 
quat+uort+rigintyllion|105 ”030 |picyllion 人 
quin+rigintyllion 10 ”| femt+yllion 1 
sex+rigin+yllion 102 | aftyllion 10 
sept+rigin+yllion 102 3 | zeptyllion 1 
octofrigintyllion 10 2 200|yoctyllion 0 


应 当 指 出 的 是 ,如 果 Benf+rizyllion 夺 在 的 话 , 那 得 多 大 | 


f 


【133 经 曲 数字 


【13 1 erv163 


er io3 被 称 作 拉 马 努 金 数 它 比 262537412640768744 约 小 2.5x10-1 4 
驳 于 人 人 1 们 会 课 认 为 它 是 个 趣 数 . 
【13231 魔 证 
8lx37x12lx22/2=43252003274489856000 这 是 三 阶 魔方 的 排列 方法 总 
数 . 7lx36x24lx24I/244s7.40119868415649x10 和 2 这 是 四 阶 魔方 的 排列 方法 总 
数 .五 阶 魔方 为 8lx3“x12lx2'x24lx(24I/249)-s2.8287094227774x10 六 阶 
魔方 为 7lx39%x24!cx(24IM242) s1.5715285840103x10… ,七 阶 魔方 为 8lx34x 
12lx210x24Icx(24I/2462s1.9500551183732x10164. 
【13.331 数 独 
220x38x5x7x27704267971=6670903752021072936960 这 是 9x9 数 
独 的 总 种 数 ，. 
【1.3 43 厅 人 人 徊 德 罗 常数 
阿 伏 伽 德 罗 常数 约 为 6.02214179x10” 


【13531 大 数 征 律 


质子 和 电子 的 静电 力 与 万 有 引力 之 比 约 为 2.26881x103 这 是 物理 学 中 的 
一 个 神秘 网 大 数 . 


【13,0631 宙 电 粒子 

可 见 宇 宣 中 带电 粒子 网 总 数 约 为 136x2/%3.149544x10 个 . 
【13,71 斯 硅 斯 数 

用 T(X) 表 示 不 超过 正 想 数 X 的 版 数 的 个 数 ,如 T(2)=1 T(3)=2,T(10)=4 


我 人 ?可 以 用 一 个 积分 来 近似 估计 乌 一 一 |i(X)= 人 .我 人 发现, 对 于 "比较 小 ? 
的 数 X 总 是 有 T(X)xli(x), 那 么 ,对 于 任意 的 X, 还 是 否 会 有 T(X)kli(X) 成 立 呢 ? 
斯 硅 斯 证 明了 3, T(x) 和 |i(x) 的 函数 值 会 "交叉 “无数 次 | 而 且 , 如 果 歼 曼 假 设 是 
正确 的 ,那么 第 一 个 " 交 又 点 "不 超过 e > ee“79s10 (3.5536897484442191 
0 溉 积 作 虎 过 一 斯 奈 斯 邹 :k 果 不 : 步 及 笋 
日 假 议 , 那 么 第 一 个 "交叉 点 "不 超过 ee ee “7.705s10 10 (3.29994322x 
10223) 这 个 数 称 作 第 二 斯 奉 斯 数 . 
来 ,上 面 的 结果 补 大 大 地 改进 了 了 .人们 得 出 壳 
二 斯 硅 斯 数 应 不 超过 e^e^1236. 景 后 , 虽 一 个 "交叉 点 "实际 上 约 为 
in 这 里 ,你 应 该 和 道 了 3 ,这 斯 奉 斯 数 其 实 是 虚 大 提 ) 
后 来 ,S. Knapowski 对 这 个 问题 进 - 步 研究 ,得 出 :对 任意 一 个 大 于 ee^e” 


在 5 行 出 
e “35 的 数 X, 不 超过 X 的 " 交 又 氮 " 的 个 


-斯 奉 斯 数 应 不 超过 e^e" 


数 应 大 于 |n(ln(In(lInx)))/e 一 . 


【143 增长 滨 


衡量 -个 函数 千 拘 增长 率 ,并 不 是 单纯 的 看 f(Xx) 的 大 小 ,而 是 要 看 当 X 赵 向 

无 穷 时 机 相对 大 小 .如 一 次 函数 f(x)=10000x 和 二 次 函数 g(X)=X< 相 比 ， 

当 O<X<10000 时 都 有 SS 但 不 要 认为 牛 (x) 的 增长 率 大 加 g(X). 灾 了 末 上 ， 
X 趋向 无 穷 时 f(X)kg(x), 因 此 f(x) 的 增长 率 小 于 g(X). 这 有 点 像 高 、 低 阶 无 


炎 
导 
男 大 . 


] 


曾 长 率 与 各、 低 阶 无 穷 大 又 有 一 点 不 同 .f(X)=3” 和 和 g(X)=2” 都 足 拒 数 
然 f(X) 是 比 g(X) 高 阶 拘 无 穷 大 ,但 是 它们 还 是 有 可 比 性 的 .从 大 类 来 看 ， 


W 


但 是 , 
哨 数 ,里 4 
侧 Inlnlnlnlnln(x) 的 增长 率 就 很 小 ,然后 是 Inlnlnlnln(Xx)…,In(x), 线 性 镭 数 ,接着 


是 像 xlnln(x). xln(x) 那 样 的 函数 ,X00 的 增长 率 又 稍 大 . 顺 着 畦 函数, 我们 有 
X1L0001 xXTOC1 XLL XL2 X2 X3 xlo0o 之 米 的 函数 .接着 是 1.001x 1.1x 2x 1000x 之 米 
的 指数 函数 接着 是 Xx 然后 是 25101 2x112x2 2Dx100 之 米 的 函数 然后 是 22x 
2x xxXx xD22 < XXX^XX^X^X^X^X, 字 可 . 昌 然 fxX)=X^xx xxx 昆 比 g(X)= 
x^xzCcxx50 更 低 阶 的 无 穷 大 ,但 是 从 "大 类 "来 看 ,它们 还 是 有 "相近 曲 "增长 率 ， 


这 里 逢 后 面 提 到 函数 网 增长 率 ,在 第 【7]1 音 会 有 一 个 统 - 揭 比较 . 


【21 超 越 科 方 


感 吧 旦 "表示 一 种 运算 , 称 作 阶乘 .其 定义 如 下 : 
1.0I=1 


0 


我 人 很 容易 和 道 ,al=1x2x3x...Q. 这 襄 
灾 际 上 ,阶乘 可 以 扩展 到 全 实数 范 


ee 
【21231 ff 名 数 


对 于 非 负 整 数 mu 你 可 以 认为 ml=T(n+1). 这 个 三 函数 还 可 以 如 下 证 


『(a) = 网 +aqe-tdf 
它 有 这 


文 样 一 个 递 推 公式 ,就 是 T(n+1)=nT(n). 利 用 它 , 我 人 ?可 以 计算 
「 函数 值 . 


区 


员 数 a 的 


阶乘 曲 增长 与 乘 方 相近 ,可 以 寺 出 ,100ls9.3326215443x10257 
1000ls4.0238726007x102567. 还 有 (去 )= 科 ,(- 去 )=\ 抑 各 


蜡 . 不 过 ， 


书 表 


Se 】 双 阶乘 
ee 况 阶 科 , 会 变 得 很 大 吃 ? 没 


内 是 各 省 闪 人 为 ， 把 一 个 平 少 
昌 是 。 认为 ,10ll>10! 呢 ?这 回 你 就 错 了 . 灾 际 上 ,10 中 的 " 必 是 一 个 运算 站 ， 
示 双 阶乘 就 是 " 隅 着 阶乘 ". 灾 了 环 上 ii 


避 二 


以 10Ilk10L. - 地 揭 奇数 nll=1x3x5x...n 个 数 hll=2x4x6x...n 


【21431 达 代 阶 科 
我 们 用 nl 来 表示 大 家 所 想 泉 的 (hn 由 用 nl3 来 表 
him =(nlm) 这 就 是 进 代 阶乘 .注音 ,不 要 翅 nm 理解 成 nl 赐 m 


而 (31) 2=36. 


表示 ((nIl - 靓 地 ,nlI=nl 而 
次 方 如 3Ic=720 


【221ls3 1 白 ) 了 大 的 煞 ” 洗 允 
证 的 数字 ,不 用 任何 运 刘 呈 ,你 能 组 成 景 大 的 


议 想 一 下 这 个 湖 允 . 用 若干 个 给 
小 是 什么 ? 
给 你 4 个 "1 你 可 以 组 出 像 1111.11134.1114.11 ,1 之 类 的 数 . 不 过 后 三 者 是 襄 
.这 样 你 会 浪 


无 音义 的 ,因为 任何 数 的 1 况 方 都 是 它 自己 ,1 的 任何 数 况 方 都 是 1 
莫 很 多 个 "1 灾 际 上 这 里 景 大 的 数 是 11=285311670611. 
灾 卫 上 2222 <. 2222 < 2D22- < 2D2- 


给 你 4 个 "2” 你 就 不 要 以 为 22 经 是 景 大 的 数 了. 


此 22 才 是 景 大 的 一 个 数 .顺便 说 - 下 22 ”xs2.0650635398359x101262611 

如 果 是 4 个 "3" 呢 ?这 时 33 仍然 是 景 大 的 .33 4.685801298241 
WO 、、 个 数 介 于 i 半 供 禾 0 高 刁 慢 之 I 昌 ] . 

不 过 ,如 果 是 4 个 "4 "那么 加 因为 4>44, 所 以 景 大 的 数 应 该 是 444 而 不 是 44 
这 里 444 ws2.36102267146x10^8072304726028225379382630397085 
399030071367921738743031867082828418414481568309149198911 
81470122948345198155757477115649645723853529908748124499 
0261351116 ,这 个 数 介 于 pentacontillion 向 hexaconfillion 之 间 . 古 

现在 考虑 一 下 给 出 5 个 "2" 曲 情形 .我 们 可 以 组 出 拘 一 个 数 是 22” 它 大 疆 
是 106.216460684426429x10 1262610 介 于 killillion #o megillion 之 间 . 你 会 认为 它 


大 的 o97? 


对 
取 


【2,2.21 第 四 级 运 癌 


很 可 惜 ,即使 不 用 任何 "“ 柠 点 符 旦 ”我 人 7 也 有 比 这 大 鬼 数 .下 面 是 一 个 不 用 
任何 运 算 篆 的 超越 3 加 法 乘法 和 乘 方 的 运算 的 让 
1.:a=a 
2."a=(pa)， 
如 果 说 加 法 是 第 一 级 运算 ,乘法 是 审 二 级 运算 , 乘 方 是 第 三 级 运 章 ， 那么 这 种 
用 "ba" 来 表示 的 运 入 就 称 作家 和 通俗 一 点 说 pa=aa ( 共 b 个 "a 〇 .于 是 
oa 步 扩展 了 了 . 
4 个 "人 可 以 组 成 411 它 是 1 入 芋 生生 全 芷 全 生 革 和 二 Benfrizillion 还 大 ， 
你 大 概 没 见 过 这 种 数字 吧 . 
4 个 "2* 可 以 组 成 “22 这 个 数字 应 该 这 么 表达 :2^2^.2( 共 2^*2^.2( 共 22 
个 "2 ) 个 “2). 很 吃 怀 o5? 
4 不 "3 可 以 组 成 333 可 以 说 成 3^3^. .3( 共 3^3^.3( 共 7625597484987 
人 这 里 3=3* 373-=3* 27>3“ =81>33. 
最 后 5 个 "2 可 以 组 成 222 就 是 2^2^.2( 共 “22 个 "29] 你 得 自己 想 朱 好- 
阵子 . 


【22331 灾 数 扩 展 


设想 一 下 ,)X=x^a^>b 人 c .1 11, 而且 Q. bc 可 数 依次 减 小 ,到 后 面 几 竹 
是 1. 那么 ,这 样 的 " 减 小 "应 该 如 何 进行 吃 ? 


首 筷 让 我 1 宇 人 锣 数 :dg(xz=x 


1+erf(2z-1) 


2 其 中 erf(x)= 


e+ d. 于 是 ,我们 可 


以 用 g(X,Z) 实 现 从 工 到 X 的 "平滑 "过 渡 . 下 面 是 一 些 特 殊 值 (近似 但 )， 


9(X,Z) 


Z=-1! 


Z=O0 


Z=1/2 


2Z=1] 


Fe 


X=2 


1.00U0007606 


1.02002911 


1.41421356 


1.89388719 


1.99998469 


X=3 
X=10 


1.00001213 
1.000U02543 


1.09024825 
1.198523192 


1.73205081 
3.16227760 


2./D10660688 
8.34354085 


2.99990360 


29.99974568 


然后 ,证 义 T(Xy,n)=g(X,y) g(xXy-1) .9g(Xy-n+r2) g(Xy-n+1), 册 取 权 张 
hxy)=NmTxXym ,那么 h(Xy) 似 竹 可 以 作为 第 四 级 运算 网 近似 .不 过 ,如 果 遇 正 
计算 起 来 , 手 会 得 到 h(2,Us1.962860044952,h(2,2)%3.898340329384， 
h(2,3)s14.91136402023,h(3,1)s3.01484034768.h(3,2)s27.4438103490 


李 不 准确 则 结果 ,甚至 h(2,4)s30815.4026169, 与 整数 运 写 
癌 多 ,而 h(3 4)s2.43x102” 5038” 与 赵 狼 运 乱 值 1 256038x1036383346400<4 由 


一 


关 2286196573161 个 数量 级 | 

实际 上 ,第 四 级 运算 的 实数 扩展 ,很 多 人 尝试 过 ,但 都 没有 加 法 、 乘 法 、 乘 方 
的 扩展 那么 " 平 测 "( 即 可 导 性 ). 即 便 " 平 滑 ” 也 侧 刚 才 一 例 - 样 ,失去 了 原 有 的 整 
数 运 算 结果 .这 个 "扩展 "之 路 还 很 长 很 长 . 


值 65536 相关 一 


【2.3,131 二 元 甸 数 


二 元 阿 克 曙 函数 一 舰 用 Ack(m,m) 表 示 , 其 定义 如 下 : 
1.Ack(O,n)=n+1 
2.Ack(m,O)=Ack(m-1 1) 
3.Ack(m,n)=Ack(m-1Ack(m,n-])) 

这 样 ,可 以 认为 ,Ack(1.0)=Ack(O,1)=2,Ack(1x)=Ack(O,Ack(1x-1))=Ack(1i 

x-1)+1 于 是 Ack(1.x)=Ack(10)+X=x+2. 接 着 ,Ack(2.x)=Ack(1.Ack(2 x-1))= 
Ack(2 x-1)+2=...=Ack(2,0)+2X=Ack(11)+2X=2x+3. 
到 这 里 ,似乎 还 没有 大 数 或 者 增长 很 快 的 函数 出 现 .不 过 ,如 果 往 下 计算 , 那 
么 这 个 增长 痢 会 很 快 .Ack(3,x)=Ack(2 ,Ack(3 ,x-1))=2xAck(3 ,x-1)+3 可知 
Ack(3,x)+3=2x(Ack(3,x-1)+3). 而 Ack(3.0)=Ack(2,1)=5 所 以 Ack(3,X)= 
28. 3s22 3. 
Ack(4 .x)+3=Ack(3 ,Ack(4.x-1))+3=24 以 “3 Ack(4.0)=Ack(3.1)=13， 
此 Ack(4.x)+3=2^2^ 人 .2^(13+3)( 共 X 个 "2)=2^2^ 人 .2 人 (2^2^2)= 交 2 Ack(4， 


x)=x32-3. 


到 这 里 ,你 应 该 已 经 能 感受 到 这 个 邹 数 的 增长 之 快 了 .我 们 插 一 些 有 特殊 但 


列举 如 ob 下 : 


【23231 一 元 迎 数 


AckmmO 1 |2 143 4 m=5 
0 1 2 3 45 13 65533 
1 2 |3 15 13 65533 | 302-3 
2 3 4 |7 1298 |1265536.3| 22-3 
3 4I5 9 6 |23 | ?22 
4 5 6 1 125 72-3 | oozy 
5 6 7 |13 253 |82-3 | as 
n n+1in+212n+312m3-31732-3 
Friedman 对 此 函数 进行 了 扩展 .- 舰 说 来 -元 函数 总 是 比 二 元 函数 和 更 容 


Is 丰 _ 


易 处 理 一 些 .他 征 义 Ack(n)=Ack(n,n). 这 样 的 Ack(n) 具 有 反 男 数 , 记 作 a(m). 实 


耳 上 ,Ack(O)=1.Ack(1)=3， 0 ee Ack(4)=“2-3 因此 a(1D)=0a(3 
=1a(7)=2.a(61)=3,a(/2-3)=4. 可 见 这 个 aq 函数 的 增长 是 非常 慢 此 . 


【2.431 多 边 形 再 


【2411 和 .上 口 5S5O 
斯 坦 豪 斯 提出 了 用 A、 回 和 OO 表示 的 只 号 .他 息 义 : 翅 正 整 数 n 放 进 一 个 人 
中 李 于 mn 把 hn 放 进 一 个 口中 字 于 nm 放 进 n 个 人 A 中 ,而 把 hn 放 进 -- 个 DO 中 李 于 nn 
放 进 n 个 口中 .也 就 是 说 ,不 =m 加 = 从 从 @: 砚 人 mn 忆 三 帅 形 mn 尽 正方 形 ) 
俩 如 ,MEGA 数 生 于 @) 那 4 MEGA-G- 加 入 : 团 : E 6 所 以 尼 
字 于 翅 256 放 进 256 尽 三 角形 里 面 ,也 就 是 用 函数 y=X 达 代 256 况 .这 个 数 
几乎 与 第 四 级 运算 的 数 有 相同 的 " 档 况 ”. 


Grand Mega 李 于 二]- = ,这 个 数 比 Mega 大 得 多 了 | 


Great Nega=(4),6ong Nega=G),Hexomega=(6),Hepfomega=(Z)， 
Octomega=@) Nonomega=(9),megistron= (0), 不 过 ,这 些 数 跟 Ack(5,14) 相 上 比 
员 是 小 得 可 怜 ,而 Ack(5， 六 远 远 小 于 Ack(6,1 世 =Ack(7Z,O). 

Negision, 也 o A-ooga, 才 于 (O) ,也 就 是 翅 Mega 放 进 - 个 圆 里 面 .接着 ， 
Grand Negision=GS)6reat Negision=G@ 人 6ong Negision=(@) Hexomegision= 
和 ,Heptomegision=KO,Octomegision=@@ Nonomegision=(@)， 
Megisiplextron=(gO ,不 壹 1 人 都 小 于 Ack(6,2)， 

megisiduon 字 于 "好 2 放 进 3 个 圆 里面,Crand megisiduon 李 于 " 翅 3 放 


进 3 个 圆 里 面 ",Creaf megisiduon 误 于 "把 4 放 进 3 个 图 里 面 "Cong 
megisiduon 李 于 " 翅 与 放 进 3 个 图 里 面 ",hexomegisiduon 享 于 " 翅 6 放 进 3 个 
圆 里 面 ",hepfomegisiduon 手 于 " 杷 7 族 进 3 个 圆 里 面 ",ocfomegisiduon 误 于 ” 
地 8 放 进 3 个 图 里 面 "nonomeqgisiduon 手 于 " 杷 9 族 进 3 个 圆 里 
面 " 人 于 " 杷 10 放 进 3 个 图 里 面 ” 
megisi+ruon 字 于 " 杷 2 放 进 4 个 玫 里 面 ",Crand megisifruon 手 于 " 翅 3 放 
进 4 个 圆 里面 Greatf megisifruon 字 于 " 杷 4 放 进 4 个 圆 里 面 ",Cong 
megisifruon 享 于 "把 呈 放 进 4 个 圆 里 面 ",hexomegisifruon 字 于 " 翅 6 放 进 4 
个 图 里 面 ",hepfomegisifruon 李 于 " 翅 7 放 进 4 个 圆 里面 "octomegisifruon 
字 于 "把 8 族 进 4 个 圆 里面",nonomegisifruon 手 于 " 杷 9 族 进 4 个 图 里 面 "， 
RE 于 " 杷 10 放 进 4 个 加 里面” 
megisiquadruon 拖 于 " 杷 2 族 进 5 个 图 里 面 "Crand megisiquadruon 字 于 ” 
翅 3 族 进 5 个 圆 里 面 , Great megisiquadruon 地 于 " 翅 4 族 进 5 个 圆 里 
面 ",Cong megisiquadruon 李 于 "她 与 放 进 5 个 圆 里 面 ",hexomegisiqguadruon 
字 于 "把 6 族 进 5 个 图 里 面 ",hepfomegisiquadruon 手 于 " 杷 7 族 进 5 个 图 里 
面 ,0ctomegisiquadruon 李 于 " 怒 8 放 进 5 个 图 里 面 ",nonomegisiqguadruon 各 
于 " 杷 9 放 进 5 个 图 里 面 ",megisiquadruplex+ron 字 于 " 杷 10 放 进 5 个 圆 里面 ”. 


【24231 当 O 〇 变 成 五 边 形 


莫 泽 (Wosem) 杷 这 个 记 旦 一 和 靓 化 ,他 息 义 ;把 正 整数 hn 放 进 一 个 人 里 面 字 于 
n", 翅 几 族 进 一 个 m 边 形 里 面 字 于 杷 hn 放 进 n 个 m-1 边 形 里 面 .这 样 , 玉 边 形 就 
取代 了 Re 文 个 记号 也 就 能 够 表示 曲 大 的 数 了 ) 

A-ooga 李 于 " 杷 2 族 进 一 个 六 边 形 里 面 ".A- 字 于 " 杷 3 族 进 一 个 六 边 
形 里 面 ", 也 字 于 Crand megisiduon.A- ee 字 于 "把 4 放 进 一个 六 边 形 里 面 ” 
也 李 于 Great megisifruon.A-oogonga 享 于 " 翅 与 放 进 一 个 六 边 形 里 面 ", 也 字 
于 Cong Negisiquadruon.A-oohexa 字 于 " 杷 6 族 进 一 个 六 边 形 里 面 ”， 
A-ooheptfa 字 于 " 杷 7 旅 进 一 个 六 边 形 里 面 ",A-ooctfa 可 于 " 杷 8 族 进 一 个 六 边 
形 里 面 A-ooennea 享 于" 杷 9 族 进 一 个 六 边 形 里 面 "A-oomega 李 于 “ 怒 10 刻 
进 一 个 六 边 形 里 面 ” 

A-oogaftiplex, 也 o Befomega, 字 于 " 杷 2 族 进 2 个 六 边 形 里 面 ", 也 就 是 "地 


2 族 进 一 个 七 边 形 里 面 ".A-oogaftiduplex 李 于 " 翅 2 放 进 3 个 六 边 形 里 
面 ",A-oogafif+riplex 椰 于 " 杷 2 放 进 4 个 六 边 形 里 面 ",A-ooga+iquadruplex 字 
于 " 杷 2 放 进 5 个 六 边 形 里 面 ” 

Bet+ogiga, 也 ou A-oografiduplex, 字 于 " 翅 3 放 进 3 个 六 边 形 里 面 ", 或 者 "地 
3 放 进 一 个 七 边 形 里 面 ”. 

Bran+omega, 也 ouH flexinega, 字 于 " 翅 2 放 进 2 个 七 边 形 里 面 .Brantfogiga 
字 于 " 杷 3 放 进 2 个 七 边 形 里 面 "Breafomega 字 于 " 翅 2 放 进 3 个 七 边 形 里 
面 ， Breaftogiga, 也 oflexifria, 李 于 " 翅 3 放 进 3 个 七 边 形 里 面 ".Bigiatomega 
字 于 "把 2 族 进 4 个 七 边 形 里 面 ",Bigiatogiga 手 于 " 杷 3 族 进 4 个 七 边 形 里 
面 ",Biquadriafomega 可 于 "把 2 放 进 5 个 七 边 形 里 面 ",Biquadriatogiga 李 于 
“ 杷 3 族 进 5 个 七 边 形 里 面 ",Biquintiafomega 字 于 " 杷 2 放 进 6 个 七 边 形 里 面 ”， 
Biquinf+iatomega 字 于 " 翅 3 族 进 6 个 七 边 形 里 面 ”. 

景 后 ,其 泽 数 (Woser 数 ) 李 于 " 杷 2 放 进 -个 人 WEGA 边 形 里 面 " 这 个 数 还 是 
小 于 Ack(Ack(5)). 


【2.4.331 超越 多 边 形 


Aarex 对 这 样 的 记号 进行 了 一 次 扩展 ,这 个 记号 就 脱离 3 多边 形 揭 形 状 而 
行 在 .一 角 用 从 (ab) 表 示 " 翅 Q 旅 进 一 个 b+2 边 形 里 面 ". 还 可 以 用 不 止 二 元 的 从 
名 数 ,如 :人 (201)N(23.5)ANL76.543.2.1). 忆 1 的 证 义 如 下 : 

1.M(a,1)=a' 

2. 从 (## 0)= 从 ( 枯 ) 这 里 用 "#" 表 示 - 段 数字 序列 ,下 同 
3.M(a,0.0,..0.0b)(c 个 "0O”)= RE 个 “0”) 

4.M(ab ##)= 人 (M(..M(N(ab-1 ##),b-1 ##)b-1 芳 ),b-1#)(a 个 从) 

比方 说 从 (3.5.2)=W(M(M(3 4.2)4.2)4.2), 又 如 从 (4.0.0.1)= 从 (4.0.4.0)= 
NA 人 (4.0.4)= 人 (4.4.3)= 人 ML(M(N(4.3,3).3,3).3,3).3,3). 

接 下 来 我 们 用 这 种 镭 数 把 机 面 的 数字 表示 出 来 . 

名 称 数值 名 称 数 人 

AAega 人 (2 3) Crand Megqa “| NA(3,3) 
Great Mega “| 人 (4 .3) Cong 从 ega 从 (5 ,3) 
Hexomega 从 (6 3) Hepf+omega 人 (7 ,3) 


Octomega 从 (8.3) Nonomega 从 (9.3) 
NAegistron A 人 (10 3) megision 人 (人 (2 .3),3) 
Grand megision|MW(A(3,3),3)|Creaf megision| MWLM(4,3),3) 
Gong megision |M(A(5,3),3)|Hexomegision [MLM(6 ,3),3) 
Hept+omegision | 人 MWL(N(L7,3),3)1 Octfomegision | 人 CNA(8,3),3) 
Nonomegision |MLA(98,3),3)|Megisiplexfron| 人 (NA(10,3),3) 
medgisiduon= 从 (megision,3)= 从 (MCA(2,3),3),3) 

Crand megisiduon= 从 (Crand megision,3)= 从 (UNA(L3 ,3).3),3) 
Creaf megisiduon= 人 (Creaf megision,3)= 从 (MLM(4,.3),3),3) 

Cong megisiduon= 人 (Cong megision,3)= 从 (LA(5,3),3),3) 
Hexomegisiduon= 人 (Hexomegision,3)= 从 (LA(6,3),3),3) 
Hept+omegisiduon= 从 (Heptomegision,3)= 人 (MA(NML7Z ,3).3),3) 
Octomegisiduon= 从 (Octomegision,3)= 从 (LA(8,3),3),3) 
Nonomegisiduon= 从 (Nonomegision,3)= 人 (MA(NMA(9,3),3),3) 
AAegisiduplexf+ron= 从 (Megisiplex+fron,3)= 从 (LA(10,3),3),3) 
megisifruon= 人 megisiduon,3)= 人 ULMA(LML2 ,3),3).3),3) 

Grand megisifruon= 人 (Crand megisiduon,3)= 人 (W((M(3,3),3),3),3) 
Great megisifruon= 人 (Creaf megisiduon,3)= 人 (W(W(M(4,3),3),3),3) 
Gong megisifruon= 人 (Cong megisiduon,3)= 人 (ML(M(A(5,3),3),3),3) 
Hexomegisifruon= 人 (Hexomegisiduon,3)= 人 (W((M(6,3),3),3),3) 
Heptfomegisifruon= 从 (Hepfomegisiduon,3)= 从 (MWL(M(M(L7 ,3),3),3),3) 
Octomegisifruon= 人 (Octfomegisiduon,3)= 人 (((N(8,3),3),3),3) 
Nonomegisifruon= 人 (Nonomegisiduon,3)= 人 (W(M(M(98,3),3),3),3)) 
NAegisifriplextfron= 人 (Megisiplexfron,3)= 从 (ML(M(NA(10,3),3),3),3) 
megisiquadruon= 人 (LALMUMA(L2 ,3)3),3).3),3) 

Grand megisiquadruon= 人 (LA(M(M(3,3),3),3).3),3) 

Great megisiqguadruon= 人 (LUM(NA(4,3),3),3),3),3) 

Gong megisiqguadruon= 从 (W(M(N(M(5,3),3),3),3),3) 
Hexomegisiqguadruon= 人 (NU(MA(NA(6,3),3),3),3),.3) 
Hept+omegisiquadruon= 人 UL(N(MLMA(LZ,3),3).3),3),3) 
Octfomegisiqguadruon= 人 UMAGAUA(LA(48.3),.3)3),3),3) 


Nonomegisiquadruon= 人 (ML(M(NA(M(9,3),3),3),3),3) 
AAegisiquadruplexf+ron= 人 (ML(M(MA(M(L10,3),3),3),3),3) 


名 称 数值 名 称 数值 

A-ooga 从 (2 4) A-oogra 从 (3 人 4) 
A-oogrea NG44) |A-oogonga IN 
A-oohexa 从 (6 4) A-oohepta 人 (7 4) 
A-oocfa 从 (8 ,4) A-ooennea 从 (9 ,4) 
A-oomega 从 (10 4) A-oogaftiplex “| 人 (MA(2 ,4),.4) 


A-oograftiplex |NM(M(3,4),4)|A-oogreafiplex | 人 (NA(4,4),4) 
A-oogongafiplex| 人 (NMN(5.,4),4)|A-oohexaftiplex |W(NM(6 4),4) 
A-ooheptaftiplex| MLM(7Z,4),4)|A-ooctafiplex | 人 (NA(8.4).4) 
A-ooenneafiplex| ML(M(9,4),4)|A-oomegafiplex| (MA(10,4),4) 
A-oogafidupjlex= 从 (A-oogafiplex,4)= 从 (MUM(2 ,4),.4),4) 
A-oografiduplex= 人 M(A-oografiplex,4)= 从 (MLM(3,4),.4),4) 
A-oogreafidupjlex= 从 (A-oogreafiplex,4)= 人 (LNA(4,4),.4),4) 
A-oogongafiduplex= 人 (4A-oogongafiplex,4)= 人 (MLMA(5 .4),4).4) 
A-oohexatiduplex= 从 (A-oohexafiplex,4)= 人 ULMA(6 ,4).4),.4) 
A-ooheptaftiduplex= 人 (A-ooheptafiplex,4)= 人 MCALNA(L7 ,4).4),4) 
A-ooctaftiduplex= 从 (A-ooctafiplex,4)= 人 UL(MA(8,4).4),.4) 
A-ooenneaftiduplex= 人 LA-ooenneafiplex,4)= 人 (LA(9 .4),4).4) 
A-oomegafiduplex= 人 (A-oomegaftiplex,4)= 从 (MULMA(L10O,4).4).4) 
A-oogafifriplex= 人 LA-oogafiduplex,4)= 人 (MLM(LM(2 4),.4).4),4) 
A-oografifpriplex= 人 (4A-oograftidupjlex,4)= 人 UL(MA(LMA(43 .4),.4),.4).4) 
A-oogreaftifriplex= 人 (A-oogreaftiduplex,4)= 人 (MA(MA(M(4,4).4),4),4) 
A-oogohgafif+riplex= 从 (A-oogongafiduplex,4)= 人 (MALL(M(5 .4),4).4),4) 
A-oohexaf+ifriplex= 人 (A-oohexaftiduplex,4)= 人 (MA(M(N(6 .4),4),4),4) 
A-oohepftaftifriplex= 人 M(A-ooheptafiduplex,4)= 人 MCA(N(L7Z 4),4),4),4) 
A-ooctaftif+riplex= 人 LA-oocfatidupjlex,4)= 人 MGL(MA(NA(8.4).4).4),4) 
A-ooehnneaftif+riplex= 人 (A-ooenneaftiduplex,4)= 从 (MA(NA(NA(9.4),4),.4),.4) 
A-oomegafti+riplex= 人 (A-oomegafiduplex,4)= 人 (MCA(N(10.4),4),4),4) 
A-oogaftiqguadruplex= 人 (WA(W(W(N(2,4),4),4),4),4) 


A-oografiquadruplex= 人 (LULMA(3,4).4),4).4).4) 
A-oogreaftiquadruplex= 人 (LUMA(M(4.4),4).4),4),4) 
A-oogongafiquadruplex= 人 (MWL(MLM(NA(5 .4),4).4),4),4) 
A-oohexafiquadruplex= 人 (MLMA(N(M(6 ,4).4),4),4),.4) 
A-oohepftafiquadruplex= 人 (ML(MA(N(MLZ ,4),4).4),4).4) 
A-oocftafiquadruplex= 人 (ML(A(NA(A(8 ,4),4),4),4).4) 
A-ooenneafiquadruplex= 人 (ML(M(N(AM(9 ,4),4),4),4),.4) 
A-oomegafiquadruplex= 人 (MALL(M(M(10 .4),4),4).4),4) 

名 称 数 但 ”| 名 各 数 但 ”| 名 各 数 但 
Betfomega | 人 (2.5)|1Betfogigqa | 人 (3.5)|1Betfofera | 从 (4.5) 
Bet+opetfa | 人 (5.5)|Beftoexa | 人 (6.5)|Betozet+al AM(7Z .5) 
Bet+oyoft+al 人 A(8.5)|1Be+foxofalj 人 (9.5)|1Betodaka | 人 (10.5) 
Branf+fomega | 人 (M(2 .5).5) Brantfogiga | 人 LNM(3.5).5) 
Brant+ofera | 人 (NA(4.5).5) Brantfopeftfa | 人 NA(45.5).5) 
Bran+oexa |AM(NA(6 .5).5) Brantfozett+al| 人 LNA(L7Z 5).5) 
Bran+oyoft+a| 人 (MA(8.5).5) Bran+oxoftfa | 人 LA(9.5).5) 
Brant+odaka | 人 CN(LL10O .5).5) Breatomega WUM(LMA(2.5).5).5) 
Breafogiga MUMA(NA(3.5).5).5)|1Breatfofera | 人 WINLA(4.5).5).5) 
Breafopeta MUMA(A(5.5).5).5)|1Breafoexa | 人 MUA(6.5).5).5) 
Breatozetta|AALMALMUZ 5).5)5)|Breatfoyoftfa 人 MGL(A(8.5).5).5) 
Breaf+oxofa | 人 (ML(A(9.5).5).5)|Breafodaka WMA(10 .5).5).5) 
flexinega | 人 (2,6)|1Okfia 从 (2 ,7) 

flexifria | 人 (3.6)|fainega NA(N 人 (2 .6),0) 

flexifera | 人 (4.6)|funnynega INW(M(M(2.06).6).0) 

flexipera | 从 (5.6)|f+etrinega|MW((W(N(2.,.6).6).6).6) 
flexiecta | 从 (6.6)|fpenfinega| 人 (NA(M((N(2.,.6).6).6),6).6) 
flexizett+al 人 (7Z,6)Ifhexinega WINA(LUNA((M(2,6).6),.6).6),.6).6) 


景 后 ,Moser 数 = 人 (2,Mega-2)= 从 (2,W(2,3)-2)， 
Crand Woser= 人 A(3,Crand Nega-2)= 人 (3, 人 (3,3)-2)， 
Creaf Moser= 从 (4,Creaf Mega-2)= 从 (4, 从 (4,3)-2)， 
Cong Noser= 人 (5,Cong Mega-2)= 从 (D ,从 (5 ,3)-2). 


【331 羡 头 时 代 


【3,131 锅 德 纳 上 前 


【3113 写 义 有 写法 


高 德 纳 上 得 头 符 号 一 舰 用 afT'b 表示 ,也 可 以 连 写 多 个 箭头 ,如 afTTTb 字 . 一 
地 ,QT1T...fb(c 个 个)=afcb. 征 义 如 下 : 
1.afTb=a" 
2.afT1=a 


3.afcb=afc (afTc(b-1))(b>1c>1) 
我 们 发 现 ,中 定义 第 工 条 是 乘 方 ,而 第 2 3 条 则 与 加 法 ， 乘 法 、 乘 方 大 第 四 
级 运算 的 征 义 几乎 完全 相同 . 


【3,12 3 性 让 与 联系 


乘 方 具 有 合 律 ", 即 a“b^c=a`(b^c), 而 这 种 簿 头 的 运算 也 有 同样 的 性 
质 ,afT"b1nc 被 解 洗 成 af"(bT"c) ,而 不 是 (afTb)fT"c. 
于 是 ,我 们 得 人 .a( 共 bb 个 ” q) 
另外 第 要 这 和 可 以 划 介 上 入 头 蝎 一 米 :?a=afTTb. 注 意 到 乘 方 可 以 写作 
afTb 可 以 说 , 乘 方 、 第 四 级 运算 和 ?“" 具 有 -= 种 隐藏 的 联系 . 
实际 上 ,通过 对 奇 克昌 函数 曲 化 归 , 可 以 则 道 ,Ack(ab)=21*2(b+3)-3(a>2) 


【31331 其 他 记 法 
记 号 afTeb 有 时 候 可 以 写作 ab(c 个 “人 >) 或 者 Qxsx...xb(c+1 个 “或 者 
Q++...+b(C+2 个 “+“). 如 果 说 上 盘 头 是 从 科 方 开始 的 记号 ,那么 "xx...x" 就 是 从 乘 
en 从 加 法 开始 网 记 续 . 
像 上 项 头 一 样 .我 人 ] 有 多 种 表示 " 超 运 莫 "的 方法 .从 加 法 开始 的 " 超 运 算 " 有 
下 ER n,b), 古 德 斯 坦 的 GC(nab)=a++...+b(n 个 “+“) 前 比 中 的 QQ@"b， 
晶 任 雪夫 和 哆 其 里 奥 的 a 四 b, 还 有 默 纳福 的 ab( 或 者 aQ@Ob) 季 . 


【3 2 .13 拉 姆 塞 数 
杷 几 个 点 用 一 些 线 连 起 来 ,就 AR 个 不 同 顶点 之 
间 隐 好 有 一 条 线 相连 ,就 杷 它 称 作 完 全 图 .这 里 , 杷 有 hn 个 顶点 的 完全 图 记 作 Ki 
见 在 ,我 人 ?针对 完全 图 运 进 行当 色 . 拉 姆 塞 数 的 征 义 如 下 : 
sa K, 进行 nn 染色 满足 条 件 " 不 管 如 何 染 色 ,都 要 么 存在 第 1 种 颜色 由 完全 图 ka ， 
要么 存在 第 2 种 颜色 的 完全 图 Ka ,要 么 存在 第 n 种 颜色 的 完全 图 Ko "的 x 的 景 小 值 


记 作 Raiaz an). 
品 知 遂 ,R(1az,a3，…,Qn)=1, 因 为 只 更 有 1 个 点 就 是 Ki. 史 外 ,Rm,2,2…2)=m 


拉 姆 塞 数 还 有 对 称 性 ,或 者 说 交换 律 一 一 比如 R(4.5 .6)=R(6.5 4)=R(6 .4.5)， 
事 灾 上 , 拉 姆 塞 数 的 计算 是 很 困难 的 .到 目前 ,已 各 的 拉 姆 塞 数 只 有 很 少 .如 

拉 姆 塞 数 | 可 能 取 值 | 拉 姆 宣 数 | 可 能 取 值 拉 姆 塞 数 | 可 能 取 值 

R(3.3) 6 R(3.4) 9 R(3.5) 114 


R(3.6) 118 R(4.17) |[182.968] “|R(6. 9) 1[169.780] 
R(37) 23 R(4.18) |[182 1139] “|R(6 10) |[179, 11711 
R(3.8) 128 R(4.19) |[198.1329] |R(6 10) 1[253, 3002] 
R(3.9) |136 R(4.20) |[230 .1539] |R(6 12) |[262, 4367] 
R(3 10) |[40 43] |R(4.21) 1[242 1770] |1R(6 13) 1[317 6187] 
R(3 .11) |[46.51] “|R(4.22) [282.2023] |R(6.14) |[317, 8567] 
R(3.12) |[52 .59] |R(5.5) | [43 49] R(6 .15) |[401, 11627] 
R(3.13) |[59.69] |R(5.6) [58 87] R(6 .16) |[434, 15503] 
R(3 .14) |[66.78] |R(5.7) [80 143] R(6.17) |[548, 20348] 
R(3 .15) |[T73.88] |R(5.8) [101216] |R(6.18) | [614 26333] 
R(3 .16) |[79 .135] |R(5.9) |[125.316] ”|R(6 .19) | [710 33648] 
R(3.17) |[92 152] |R(5 .10) |[143.442] “|R(6.20) 1[878 42503] 
R(3 18) |[98.170] |R(5.11) |1[157 1000] |R(6.21) 1[878, 53129] 
R(3 19) |[106 189]|R(5 12) 1181.1364] “|R(6 .22) |[1070 65779] 
R(3.20) |[109 209]|R(5 13) | [205 1819] |R(C7.7) 11205 540] 
R(3.21) |[122.230]|R(5.14) |[233.2379] |R(7 .8) 1216. 1031] 
R(3.22) |[125 .252]|R(5.15) |[261, 3059] |R(7 9) 1[233, 1713] 
R(3.23) |[136.275]|R(5 16) |[278, 3875] |R(7.10) |[232, 2826] 
R(44) 118 R(5 .17) |[284. 4844] |R(7 10 1[405 8007] 
R(4.5) 25 R(5 18) |[284, 5984] |R(7 12) 11416, 12375] 
R(4.6) |1[35.41] |R(5.19) |[338, 7314] |R(7 .13) |[511 18563] 
R(47) |1[49.61] |R(5.20) [380 .8854] |R(7.14) |[511 271311 
R(4.8) 1[56.84] |R(5.210) [380, 10625]|R(7 15) |[511 38759] 
R(4.9) |[73.115] |R(5 .22) |[422. 12649]|R(7 16) 1[511 54263] 
R(4.10) |[92 149] |R(5.23) |[434. 14949]|R(7 .17) 628 746121 
R(4.110) |[97 191] |R(5 .24) |[434, 17549]|R(7 18) | [722 .100946] 
R(4.12) |[128.238]|R(5 .25) |[434, 20474]|R(7 .19) | [908 ,134595] 
R(4 13) |[133 .291]|R(5 .26) |[464, 23750]|R(7 20) |[9808 ,177099] 
R(4 .14) |[141.349]|R(6 .6) 1[102 165] “1R(7. 20 [1214 230229] 
R(4.15) |[153 .417]|R(6.7) [113 298] “|R(8.8) [282 1870] 
R(4.16) |[153 .815]|R(6.8) [127, 495] “|R(8.9) 1[317 3583] 


R(8,10) [377, 6090] R(9.9) | [565, 6588] 

R(8,11) [377, 19447] |R(9,10) 1580, 12677 ] 
R(8.12)|1[377, 31823] “|R(10 10)| [7988 23556] 

R(8 13) [817 50387] “|RGL111) |[1597 184755] 
R(8.14) [817 77519] “|R(12 12)|[1637 705431] 
R(8.15) [861. 116279] |R(13 .13)| [2557, 2704155] 
R(8 .16) 1[861. 170543] |R(14.14)| [2989 10400599] 
R(817) [861 2451506] |RL15 15)115485, 40116599 ] 
R(8 .18) [871. 346103] |R(16 16)| [5605 155117519] 
R(8,19) [1054, 480699] RULL7,17) 1 18917 601080389] 
R(8.20)|[1094 657799]|R(18 18)|[11005 2333606219] 
R(8.21) [1328, 888029]R(L19 19) [17885 .9075135299] 
外 R(3 .3.3)=17 

实际 上 ee 数 有 不 少 范 围 ， 如 <R(k k)<4xR(k-2 kK)+2， 


R(3， cg KR, 以 及 比较 具有 一 羡 中 bcCcei 


[ 注 : 本 巴 内 容 全 为 铺垫 ] 


【32231 革 立 恒 问题 


晶 立 恒 提出 这 样 一 个 问题 :把 hn 阶 超 立 方 体 的 任意 两 个 顶点 都 连 一 条 线段 ， 
得 到 完全 图 K2 .对 所 有 网 线段 进行 红 、 蓝 二 染色 . 求 满嘴 条件" 不 车 如 何 染 双 
生 在 同一 平面 的 同色 的 KK" 的 hn 的 最 小 二 

AAartin Gardner 证 明了 3 ,这 个 结 至 多 是 6(64)( 各 作 晶 立 恒 数 ,Graham)， 
其 中 6(1)=3 人 和 3.6(m)=313. 然 而 , 葛 立 恒 证 明了 这 个 结果 至 多 是 g(7)( 称 作 
li++le graham), 其 中 g(1)=21 3 at 2193. 景 近 , 人 们 发 现 该 结果 的 范围 应 
该 [13,21TT21TT21T98]. 由 此 可 见 , 晶 立 恒 问题 也 是 插 " 虚 大 "的 . 

事 灾 上 ,Moser 数 远 远 小 于 6(2), 而 6(2) 又 小 于 g(2). 这 个 问题 涉及 的 数 如 
此 巨大 ,你 看 ,仅仅 是 不 超过 10^10 揭 拉 姆 塞 数 拘 计算 就 已 经 如 此 艰难 ,何况 " 强 
化 "拓展 曲 数 字 如 此 巨大 的 划 立 恒 问 题 | 


Xkcd=Ack(Craham), 看 似 很 大 ,其 实 XkcdkG(65), 所 以 这 一 扩展 几 竹 没 什 
么 用 .和 让 正 有 用 曲 扩 展 ,在 下 面 一 一 


【3.2331 Aarex 的 扩展 


(这 个 Aarex 又 出 现 了 ) 首 先 forcal=6(109), 接 着 force forcal=G(6(109))， 
force force forcal=6(6(6(109))) force force force forcal=6(6(6(6(109)) 
让 .依次 类 推 ,我 们 可 以 得 到 -个 序列 ;Forcal(m). 可 以 如 下 皇 义 :Forcal(0)=109， 
Forcal(n)=C(Forcal(n-1)). 

suporcal=Forcal(10?),force suporcal=6(suporcal)=Forcal(1000001)， 
force force suporcal=G(force suporcal)=Forcal(1000002) 字 李 . 进 行 了 "很 
多 " 步 以 后 ,得 到 Superior suporcal=Forcal(suporcal). 如 果 征 义 Forcalz(O)= 
10%,Forcalz(m)=Forcal(Forcalz(n-1)), 那 么 suporcal=Forcalz(1),superion 
suporcal=Forcalz(2 ). 

可 以 继续 皇 义 Forcal(0)=10?,Forcal(n)=Forcal (Forcal(n-1)), 接 下 
来 ,megocal=Forcalz(102),force megocal=Forcal(Forcalz(999999)+1), 然 后 
superior megocal=Forcalz(1000001),superior superior megocal=Forcalz( 
1000002), 然 后 megaior megocal=Forcals(2),megaior megaior megocal|= 
Forcals(3),megaior megaior megaior megocal=Forcals(4). 

hypercal=Forcal4(1,force hypercal=Forcal(Forcalz(Forcal3(999999) 
-1))+1),Superior hypercal=Forcalz(Forcal3(999999)+1),megaior hypercal= 
Forcals(1000001).hypenrior hypercal=Forcal4(2),hyperior hypenrior 
hypercal=Forcal4(3),hyperior hyperior hyperior hypercal=Forcal4(4). 

goprgcal=Forcal5(U,force gorgcal=Forcal(Forcalz(Forcals(Forcal4( 
999999)-1)-1+1),Superior gorgcal=Forcalz(Forcals(Forcal4(9993999)-1)+ 
1),megaior gorgcal=Forcals(Forcal4(9299999)+1),hyperior gorgcal=Forcal4 
(1000001).gorgcaior grogcal=Forcals(2),gorgcaior gorgcaior gorgcaj= 
Forcals(3),gorgcaior gorgcaior gorgcaior gorgcal=Forcal5(4). 

gulfcal=Forcale(1,gulfcaior gulfcal=Forcale(2),gulfcaior gulfcaior 
gulfcal=Forcale(3),gulfcaior gulfcaior gulfcaior gulfcal=Forcale(4). 

gaspocal=Forcalz7(1),gaspocaior gaspocal=Forcal7(2),gaspocaior 


gaspocaior gaspocal=Forcalz(3),gaspocaior gaspocaior gaspocaior 
gaSspocal=Forcal7(4). 

ginorcal=Forcals(1,ginorcaior ginorcal=Forcals(2)， 
ginorcaior ginorcaior ginorcal=Forcals(3),ginorcaior ginorcaior ginorcaior 
ginorcal=Forcals(4). 

定义 Forcalui(n)=Forcals(n),Forcali bp:i(1=Forcalioooooob(1,Forcall os(n 
=Forcalxb(1)( 其 中 X=Forcalib:i(n)), 其 余 运 算 , 即 与 b 无 关 的 递归 ,都 与 Forcal。 
(n) 完 全 相同 .这 样 , 称 ferribocal=Forcalloooooo(1)=Forcall z(1)+erribocaior 
+erpribocal=Forcalierribolcal(1)=Forcall z(2). 

+eprribuporcal=Forcalz z(1),+erribuperior +erribuporcal=Forcalz z(2). 
teprribegocal=Forcals z(1 ,+erribypercal=Forcal4z(1,+erriborgecal= 
Forcal5z(1),+erribulfcal=Forcale z(1terribaspcal=Forcal7z(U ,+erribinorc 
al=Forcals z(1). 

景 后 ,+pibocal=Forcalioooooo z(1)=Forcali 3(1). 


【3331 低级 超 运 种 


【33131 下 和 彰 头 


与 上 项 头 一样 , 可 以 翅 ab(c 个 “4 人 表示 为 ac 和 b. 它 的 息 义 如 下 : 
1.alb=a? 
2.alj "1=a 
3.alcb=(al“(b-1))1cIa(by>1c>1) 


从 第 3 条 可 以 看 出 ,下 项 头 与 上 和 萌 头 唯 - 的 不 同 之 处 就 是 左 结 合 征 义 .下 蔓 
头 本 身 也 是 左 结 合 揭 ,alj "bj c 邓 角 释 成 (al b)jc 而 不 是 al (bc). 

实际 上 ,al 汪 b=alcal5c .alb 个 "aa 四 .如 c=1 则 aljb=((a^a)^a) >a(b 个 "a)， 
根据 乘 方 性 上 (a“b)”~c=a`~(bxc), 我 们 得 到 aljb=a`~a`(b-1). 

于 是 alja=a^ac 所 以 aljacaTT3(a>1)， 

下 和 蔓 头 明显 不 如 上 筑 头 增长 快速 .不 过 ,我 们 还 是 得 到 :al bzafTcb 这 样 一 
个 下 也 . 


【3,3,2 1 默 纳福 低级 超 运 请 


这 种 运算 一 靓 用 amb 到 者 QDb 表示 . 征 义 为 : 
1.ad)b=a+b 
2.am1=a 
3.amb=(am(b-1))m-Da(b>1n>1) 
amb 也 员 有 左 结 合 律 . 而 且 am:nb=amam..a(b 个 “Q ). 于 是 我 人] 得 到 'Q(2Jb= 
a+a+...Q=Qxb,al3jb=axax...a=ap, 因 此 ar3jb=ajb, 进 而 有 am:zb=al"b. 


【3.3 331 Clarkkkkson 


注 :这 一 予 只 是 跟 " 才 稍 有 联系 而 已 . 
lynz 是 一 个 随时 间 而 变化 的 数 .1998 平 2 上 月 26 日 ,ynzi=lynzz=100, 此 后 枉 
天 lynzil 和 lynzz 都 会 加 人 说 .1998 年 9 上 月 17 日 以 后 的 每 -天 , 省 ynzl 变 成 一 天 
的 平方 ,lynzz 仍 搜 原来 的 规则 变化 . 记 K=lynzi+lynzsz 
接 下 来 ,阶乘 是 al=ax(a-1)x...3x2x1 ,然后 alc=alx(a-1)lx..3lx2lx1Lal3=alx 
(a-1cx .3Icx2lcx1l 依次 类 推 alm=alnx(a-1TD)Inx..3Inx2lnx1n.( 请 急 当 真 ,此 定义 
仅 供 理解 下 面 网 征 义 ) 
hypf(c,2,m=nlcx(n-TDicx..3lcx2lexl1l 
hypf(c,3,nm=nlc(Cn- 世 .352 性 
hypf(c 4.m=nkclln-DElH .32 
依次 类 推 ,hypf(c,p,m)=nieon-Io3Tp2T) 
充 Ck(c,p,n,1)=hypf(c,p,n),ck(c,p,nr)=hypf(c,p,ck(c,p,nP)) ,那么 


ck(c,pPnP)=hypf(c,p,hypf(tcPp…hypf(cp,hypf(c,PnO)EP 人 RhyPTf ) 
人 Ai=ck(KKK KAN=cKCAAAAN)M Ag 就 称 作 Clarkkkkson. 内 为 
个 数 的 和 皇 义 中 长 在 变化 ,所 以 Clarkkkkson 本 身 也 是 变化 的 . 灾 了 蛙 上 ,1998 年 
月 26 日 .Clarkkkkson" 诞 生 " 之 日 , 它 就 已 经 超越 了 日 立 恒 数 :1998 年 3 上 月 7 
日 ,Clarkkkkson 超越 3 forcal. 不 过 , 想 要 它 超越 force forcal, 不 了 要 字 多 包 | 


【3.431 康 万 链 式 前 号 


【34131 征 义 、 性 质 与 近似 
3 一 2 一 6 一 47 2 一 8-6 一 4 35 56 一 3 一 4 7 一 二 6 一 3 
上 面 的 东西 就 是 一 些 康 威 链 式 筋 号 .此 符号 用 右 盘 头 " 一 ”表示 .我 们 称 由 ” 
一 ”连接 的 一 串 数 字 为 一 条" 链 "这样 就 有 : 
1.a 一 b=a 
2. 链 1 1 上 2= 劝 1( 即 只 要 见 到 "1 就 去 掉 1 和 它 右边 拘 东西 , 规 称 " 见 1p| 右 小. 俩 如 : 
4 一 5 一 /一 1=4 一 5 一 3 一 2 一 一 8 一 3 一 0 一 9 一 D=3 一 2=9 
3. 链 一 Qa 一 b = 链 一 ( 星 一 ab 一 >b. 人 例如; 
3 一 4 一 8 一 2 一 5-3 一 4 8 一 (3 一 4 一 8 一 1 一 5) 4-=3 一 4 8 一 (3 一 4 8) 一 4 
3 一 4 一 5 一 6=3 一 4 一 (3 一 4 一 4-6)5 
注音 第 3 条 , 当 链 只 有 1 个 数 时 , 它 与 上 项 头 完 全 一 样 .这 就 是 说 ,a 一 >b 一 *C= 
afb. 康 咸 链 式 藤 号 不 具有 任何 结合 律 ,如 
2 一 3 一 2=21T3=2> 人 2 人 2=2 4 .2 一 (3 一 2)=2 一 9=2 9 (2 一 3) 一 2=8 一 2=2 ”0 ,两 两 不 同 . 
为 6(D)=3 一 3-4 6(n)=3 一 3->6(n) 而 且 3 一 3->16(1)c3-3->27 即 3 
一 3 一 1 全 24 3 一 3 一 2 一 2 所 以 3 一 3 一 604 一 24(64)3 一 3 一 05 一 2. 同 理 ， 


3 一 3 一 065 一 24XKkcdi3 一 3 一 06 一 2 .3 一 3 一 1000000 一 2xforcalk3 一 3 一 
1000001 一 2. 

接着 ,27<Forcal(0)=10?53 一 3 一 2 一 2 .3 一 3 一 Forcal(n) 一 2<Forcal(m)3 
一 3 一 Forcal(n)+1 一 2 ,所 以 3 一 3 一 n+1 一 3<Forcal(n)3 一 3 一 n+2 一 3. 依 况 法 
可 以 得 到 Forcaln(n) 大 约 是 3 一 3 一 n+2 一 m+2.Forcalilz(1=Forcallo<e(1S3 一 
3 一 3 一 104( 在 3 一 3 一 3 一 1 一 2 和 3 一 3 一 3 一 2 一 2 之 间 ), 于 是 3 一 3 一 3 一 2 一 


aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaio cn 斩 oonne 几 ononnnannnnnanaannaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa 


请 注音 刚才 下 划 上 庶 线 的 地 方 实际 上 ,我们 可 以 得 出 : 
3 一 3 一 3 一 hn-m+lcForcaln z(n)3 一 3 一 3 一 n+1 一 m+1 
Forcalz(13 一 3 一 3 一 2 一 m+1 
3 一 3 一 3 一 2 一 1 一 2<Forcallo6 z(1)=Forcall3(13 一 3 一 3 一 2 一 2 一 2 
3 一 3 一 3 一 2 一 hn 一 2<Forcall3(n)3 一 3 一 3 一 2 一 n+1 一 2 
3 一 3 一 3 一 2 一 n 一 3<Forcalz 3(n) 3 一 3 一 3 一 2 一 n+] 一 3 
3 一 3 一 3 一 2 一 hn 一 m+lcForcaln 3(n) 3 一 3 一 3 一 2 一 n+1 一 m+1 
和 后 ,我 们 得 到 3 一 3 一 3 一 2 一 2. 一 2 一 hn 一 m+1( 共 a-2 个 "2) 
Forcal as(njk3 一 3 一 3 一 2 一 2 一 2 一 n+1 一 m+1( 共 a-2 个 “2 ). 


【3,4,21 cg 邹 数 


很 高 单 ,cg(n)=n 一 n 一 n. 一 *n( 共 mn 个 "mn ). 这 意 o 林 着 cg(n+3)>Forcalnn(n). 


【3.4.331 下 连 扩 展 


Pefer Hurford 对 这 个 “一 汪 记 旦 进行 了 扩展 .在 般 头 “一 ”的 在 下 甬 可 以 增加 
一 个 下 过 , 俐 "一 “一 3 “一 人 那样 .你 可 以 用 同 种 下 村 项 头 组 成 一 条 链 , 如 
3 一 ?3 一 ?4 一 ?2 又 如 5 一 4953 一 4956. 但 是 你 不 能 杷 不 同 拘 下 村 得 头 不 加 括号 
地 在 一 条 链 中 混用 .如 3 一 ?3 一 4，、2 一 ?6 一 37 李 是 不 正确 的 写法 ,而 像 
2 一 2(6 一 37) 之 米 用 括号 杷 不同 下 柠 筋 头 分 开 的 写法 则 是 正 硒 的 . 

下 村 戎 头 新 增 了 下 面 的 征 义 : 


1 一 = “一 ,这 音 o 末 着 ,下 柱 为 1 相当 于 没有 下 村 . 
和 b 个 项 头 ,b+1 个 “aq. 如 
5_ 13-5^3=125 5_ 3-5 ,55_,5-55_ (5 54 5) 4=. 
3 一 104=3 一 "93 一 "93 一 "93 一 ”93 
3. 下 村 和 头 链 仍 保持 着 " 见 1 册 | 右 "的 性 遍 . 如 
6 一 53 一 51-67-55=6-53.7-84- ,86- ,84 85- ,61-7-e4-y86-，84-y65 
但 是 此 条 应 在 第 2 条 之 后 执行 .4 一 31 一 35=4 而 4 一 31=4 一 24=4 一 4 一 4 一 4 一 4. 
4.a 一 nb 一 nc =a 一 n(a 一 nb 一 mc) 一 mnC, 这 条 与 本 面相 同 . 
于 是 ,cg(n+1)=n+1 一 2n. 下 面 你 插 看 到 这 些 全 “一 记号 所 表示 数字 拘 巨 大 . 
n 一 2n>n 一 2zn-1=cdgq(n). 这 很 高 单 . 
3 一 23 一 22=3 一 2z(3 一 22 一 22) 一 21=3 一 2z(3 一 2(03 一 21 一 ”22 让 >21)=3 一 2(3 一 23)=3 一 2z(3 一 
3 一 3 一 3)=3 一 3 一 .3 一 3( 共 3 一 3 一 3-3 个 "这 个 数 有 点 大 , 它 比 cg(cg(3)) 大 . 
3 一 23 一 23=3 一 2z(3 一 2(3 一 ?1 人 23) 一 22) 一 22=3 一 2(03 一 23 一 22) 一 22=3 一 2(3 一 2z(3 一 2 人 
3 一 21 一 22).. 力 =3 一 2(03 一 2z(3 一 2(3 一 23).)) 共 3 一 23 一 22 个 3) 这 个 数 大 约 是 
cgc9kco0))(3), 这 里 ,函数 名 右上 蚀 鬼 东西 (上 柱 ) 不 是 乘 方 ,而 是 函数 达 代 网 次数 . 
3 一 23 一 24.、 3 一 23 一 55 3 一 ?3 一 ?10， 3 一 ?3 一 (3 一 23) 各 ,这 些 都 需要 你 自己 发 挥 直 
3 一 23 一 22 一 2C=3 一 23 一 2(3 一 23 一 2 一 22 放 21=3 一 23 一 2z(3 一 23) 
3 一 23 一 23 一 22=3 一 23 一 2(3 一 23 一 22 一 22 广 ”21=3 一 23 一 203 一 23 一 2(3 一 23)) 
3 一 23 一 24 一 22=3 一 23 一 2z(3 一 23 一 2z(3 一 23 一 2z(3 一 23))), 字 李 . 
接 下 来 ,3 一 23 一 22 一 23=3 一 23 一 2(3 一 23 一 2z] 23 方 ”22=3 一 23 一 2z(3 一 23>22 
3 一 23 一 23 一 23=3 一 23 一 z(3 一 23 一 22 一 23)22=3 一 23 一 2z(3 一 23 一 2(3 一 23 广 >22 广 >22 
3 一 23 一 24 一 23=3 一 23 一 z(3 一 23 一 z(3 一 23 一 z(3 一 23) 一 22)22)>22, 李 椰 . 
接 下 来 3-23-23-22- ,22=3-，23-23-a(3 一 23-23- 一 21 22)-，z1=3-23-23-z(3 
一 23 一 23) 
3 一 23 一 23 一 23 一 22=3 一 23 一 23 一 z(3 一 23 一 23 一 2z(3 一 23 一 23)) 
3 一 23 一 23 一 24 一 22=3 一 23 一 23 一 2z(3 一 23 一 23 一 2(3 一 23 一 23 一 z(3 一 23 一 23 记 ) 
然后 ,我 们 可 以 得 到 3- 3-a3- ,323. 3 23- 3- 23- 24. 3 3- 23-y23_ 2400， 
3 3 一 2 3 33 323 -23 323 一 23 一 23 一 23 一 23 一 03 
米 的 东西 .这 样 ,我 们 得 到 3- ,33=3- ,23- 23 ,23,.3- ,4=3- ,23- 3，23- yo3 ,还 有 3- ,39 
这 样 大 的 数字 . 
掉 下 来 3 一 ;3 一;2=3 一 ;32 一 2) 1=3 一 ;(3 一 ;3) 如 此 继续 你 会 得 到 33 
3 一 53、3 一 63、，、3 一 3 .3 .3 .33 之 类 的 东西 . 
祷 卫 上 ,我 人 还 可 以 扩展 . 


【344315C 节 数 


C 函数 可 以 是 一 元 二 元 .三 元 函数 , 征 义 如 下 : 
1.C(a)=a 一 aa 


2.C(a,])=a 一 coa 
3.C(ab )=a 一 crab)a 
4.C(a11)=C(aC(aa)) 
5.C(ab” 1)=C(aC(ab 1) 
6.C(a1c )=C(aC(aac)C) 
7.C(ab c )=C(aC(abc )C) 
可 以 发 现 ,除了 初始 值 ,这 个 和 皇 义 好 像 跟 " 作 一样. 它 所 表示 数 的 大 小 ,这 里 就 
不 详细 说 明 3 . 


什么 ,你 觉得 刚才 的 数 很 大 ? 那 你 根本 就 还 没 踏 入 大 
数 之 门 呢 . 


【431 超越 苦头 


【4131 Friedman 厅 列 


【 二 3 


这 是 由 Friedmahn 提 出 拘 一 个 问题 . 候 议 有 一 个 由 不 超过 的 正 束 数组 成 揭 
序列 {faiaz ,ak} ,并 且 满 足下 面 的 条 件 : 
不 存在 任何 "满足 1ikj4k/2, 且 使 得 {aiai:1 az 计 是 {aj,aj1 azj} 的 于 序列" 的 (i) 对 . 
书 


这 样 的 序 列 称 作 Friedman 订 列 ， 他 征 义 下 面 的 函数 n(K), 它 表示 关于 k 则 
Friedman 序 列 的 最 大 长 度 肥 公 
AR DB) (0 
2 心 
【4,1231 n(kK) 提 值 于 有 旺 EYE 


很 容易 和 道 ,n(1)=3. 序 列 {11.1( 可 以 帘 间 
记 为 "111") 吉 满足 要 求 SDDS 
nh(2)=11. 右 图 可 说 明 问 题 . 
出 看 n(D) 和 n(2) 引 较 小 实际 上 这 人 序列 如) 克 
弗 增长 是 很 快 则 ,为 了 表示 n(3) 和 hn(4) 现在 (ce Codeodd 


定义 : 


A(1n)=2n 疏 
0 放 辐 
ww SC 全 昌 拓 四 


A(n)=A(n,n) 


这 个 定义 与 呵 训 量子 数 非 党 相似 .Friedman 证 明了 ,A(7198,158386)kn(3) 
<A(A(5)).n(4)>2A4 人 :3726(1) 但 未 得 出 n(4) 的 上 限 .实际 上 ,这 个 n(k) 的 增长 率 其 
至 超过 了 C(k kk) 网 增 长 率 .即使 n(4) 的 上 限 可 能 可 以 用 C 函数 来 限 币 ,n(5) 也 
可 以 超过 C 函数 所 能 匹 及 的 范围 ;即使 h(5) 可 能 可 以 用 C 函数 来 眼 币 ,n(6) 也 可 
以 超过 C 函数 所 能 匹 及 的 范围 ;即使 hn(6) 可 能 可 以 用 C 函数 来 眼 币 ,n(102) 也 可 
以 超过 (人 函数 所 能 匹 及 的 沁 面 . 


【4231Circle 迎 数 


由 平面 上 的 hn 个 不 相交 网 圆 (可 能 外 离 或 内 含 ) 组 成 了 一 个 序列 :{CLC2 CH 
翅 并 焦 Cau Cuiu .…Cbiu Cb 记 作 Ciabl( 请 联想 区 间 曲 含义 ). 给 和 定 一 个 正 整数 K， 
如 果 存 在 满足 "Kxikjxsn/2, 且 存在 杷 Cii2i 变 成 Clj aij] 的 子 焦 拘 同 且 拓 扑 变 损 " 的 
(ij) 对 ,那么 称 这 样 的 n 圆 组 为 "K- 好 "的 . 

杷 不 是 "KK- 好 "的 nn 图 组 中 ,的 昌 大 但 记 作 Circle(kK). 这 个 函数 的 增长 比 h(K) 
还 委 快 得 多 | 我 人 只 则 道 很 少 的 值 ,如 Circle(1)=5.Circle(2)>13. 


【4.331 Hydra 凶 数 


/> 
一 棵 “ 树 ” 它 P 有 和 一 些 村 条. ko 右 信 . SR 条 
最 右边 的 图 表示 一 种 " 直 " 的 树 , 此 图 中 它 有 4 个 -要 ( 树 根 ) 


梳 条 和 和 司 个 节点 , 景 下 方 的 是 " 根 ”". 对 这 棵 树 进 行 下 面 的 抬 作 : 
壳 n 次 操作 ,去 掉 - 个 "树叶 "a( 就 是 不 再 向 上 分 支 的 节点 ), 如 果 它 下 面 的 景 近 节 点 b 不 是 
桂 根 ,这 时 翅 bb 和 它 所 "长 出 来 "的 东西 (不 昌 括 已 经 去 掉 的 Q) 记 作 B, 翅 b 下 面 的 最 近 蔬 点 
记 作 C, 那 么 接 下 来 C 会 多 "长 出 "n 个 芭 此 步 控 作 才 完 成 . 
灾 环 上 ,不 喜 如 何 把 作 ,一 架 树 总 能 在 有 限 步 之 内 变 得 只 剩 下 树 根 .现在 征 义 
Hydra 甸 数 如 下 : 
从 一 个 含有 KK 个 枝条 的 " 直 的 " 树 开始 ,用 上 还 把 作 翅 它 变 成 只 剩 树 根 , 所 用 的 最 多 步 数 就 
是 Hydra(kK). 
很 明显 , 树 根 不 用 哲 作 就 是 树 根 ,所 以 Hydra(O)=0. 其 实 , 对 于 任何 kK, 只 要 总 
是 从 左 侧 ( 或 者 总 是 从 右 侧 ) 去 掉 树 叶 , 那 么 步 数 会 有 景 大 值 .这 样 ,可 以 得 到 
Hydra(1L=1Hydra(2)=3,Hydra(3)=37. 
这 个 函数 的 增长 也 比 hn(K) 快 .Hydra(4) 就 远 远 大 于 5 一 5 一 5 一 人 一 5. 


【4431E 与 # 


【4 .413 初级 证 广 


你 应 该 在 一 些 地 方 见 过 类 似 E10,E35,E200 手记 号 .这 就 是 由 Sbiis 
Saibian 定义 鬼 E## 记 号 . 灾 际 上 ,你 可 以 在 "E" 后 面 写 下 由 " 江 " 连 接 的 一 串 数 字 
(序列 ), 如 E23##5##12##8##6#4 李 . 这 里 默认 底数 为 10. 如 果 使 用 不 同 曲 数 ， 
ee 用 括 维 括 起 来 写 在 “"E" 的 在 边 . 如 E(5)20#32#7 , 它 以 5 为 底 迷 

足 义 to 下 : 
1.E(a)b=a“b 
2.E(a).….##1=E(a).. ( 即 翅 最 右边 的 1 去 抒 ) 
3.E(a)bil##bz##...#b=E(a)blil##bz#...#b, z##(E(ajbi#bz#...##bn-i##(bn-1)). 也 就 是 说 ,对 
ee 列 中 至 上 少 te 
序列 中 景 在 边 2 项 去 掉 , 然 后 添上 一 项 ,而 这 一 项 是 "整个 序列 中 , 景 在 边 - 项 减 去 1 之 后 
数值 ” 

子 别 地 ,E(a)b#(c+1)=E(a)E(a)b#c. 因 此 ,E(a)b##c=E(a)E(a)...E(a)b( 共 <c 个 
“E(a)”)=a“a .ab( 共 c 个 "Q). 当 (a) 省 略 的 时 候 , 缺 认 a=10, 即 医 数 为 10. 

下 面 是 一 些 则 型 掏 例 子 . 

E100=10“, 它 称 作 googol. 而 E100000=10 “地 Sbiis Saibian 称 作 googolgong. 
这 里 插 - 名 ,10"0+10 称 作 googol+een, 而 大 于 googo|l 则 寓 一 个 质数 称 作 gooprol, 它 字 于 10 0+ 
267.googolfy 则 表示 10:0-. 
Egoogol=10`10”`100, 称 作 googolplex, 而 叱 的 倒数 10“(-10 “100) 则 称 作 googolminex. 
gargoogolplex 则 是 googolplex 网 平 方 , 即 10^(2x10“).googolbang 各 于 10 "| 它 大 约 
是 10^(9.9565705518098x10” )， 
ecetonplex=Ecentillion=10 ~`10 “303.googolplexigong=Egoogolgong=10 ~`10 100000. 
E100#3=E2#4=10 10 “10 100 独 作 googolduplex,E303##3=10 ”10 ”10 ”303 程 作 
ece+onduplex,E100000##3=E5##4=10 10”`10 “100000 称 作 googolduplexigong. 
+rialogue=E1#3=10^10^10 ,+etralogue=E1##4=10^10^10^10=“10. 
这 几 个 系列 还 可 以 延伸 ,其 中 "alogue" 是 10 系 "googol "是 100 系 ，"ece+ton” 
“gong" 是 100000 系 . 


上 人 
这 一 寺 


后 算出 


是 303 系 , 而 


名 称 数值 “| 名称 数值 | 名 称 数值 名 称 数值 

Pentalogue | E1##5 |googoltriplex | E2##5 | ecetontriplex |E303 太 4 googoltriplexigong| E5 坟 5 
hexalogue | E1#6 |googolquadri | E2##6 jecetonquad ”| E303##5|googolquadriplex | E5 六 0 

plex Piplex igong 

heptalogue | E1 坟 7 | endekalogue | E1##11 | pentadekalogue | E1##15 | ennadekalogue ”| E1##19 
octalogue | E1##8 |dodekalogue | E1##12 | hexadekalogue | E1 六 16 |icosalogue E1##20 
ennalogue | E1##9 |t+riadekalogue | E1##13 | hepfadekalogue | E1 六 17 |+riantalogue E1##30 
dekalogue | E1#10 |fetradekalogue | E1 和 ##14 | octadekalogue | E1##18 tferantalogue E1 坟 40 


接着 ,penanftalogue=E1##50,exatalogue=E1#60,eptatalogue=E1#70,ogdatalogue= 
E1##80entatalogue=E1##90,hectalogue=E1#100( 也 叫 giggol). 
megafuga-hundred=“'100, 它 介 于 E2#100 和 E3#100 之 间 . 
grango|l=E100#100.,grangolplex=E100##101.9iggolgong=E1##100000,grangolgong= 
E100000##100000.,googol-stfack=E1##googol=! 10. 
go0goldex=E100#1#2 ,googolplexidex=E100#2#2.googolduplexidex=E100#3#2. 
grangoldex=E100#100##2,grangoldudex=E100#100#3. 
接 下 来 的 系列 是 +feraksys 系列 . 
tria-+eraksys=E1#1#3=101TT3 
tfef+ra-feraksys=E1##+ria-feraksys=E1##(E1##1##3)=E1##1#4=101TT4 
pent+a-tferaksys=E1##+etfra-feraksys=E1##(E1##1##4)=E1##1##5=101T1TT5 
hexa-f+eraksys=E1#penta-feraksys=E1##(E1#1#5)=E1##]1##6=1011TT6 
hept+a-+eraksys=E1#1##7=10TTT7 
oc+a-feraksys=E1##1#8=101TTT8 
enna-f+eraksys=E1##1##9=101T1TT9 
deka-tferaksys=E1#1##10=10TTT10=E1#1#1##2=101TT 人 2 
hecta-t+eraksys=E1#1#100=101TT100 
greago|l=E100#100##100, 比 hecta-feraksys 大 得 多 .通俗 点 说 ( 见 右 下 图 ) 一 一 
我 们 可 以 得 到 下 面 几 个 系列 . 0) 
greago| 系列 : 


greagol = 


greagol=E100#100#100 
greagol+hrex=E100##100#greagol 本 
=E100##100##(E100#100##100)=E100#100##100##2 


greagoldufhrex=E100##100#greagol+hrex 
=E100##100##(E100#100#100##2)=E100#100##100#3 
greagolgong 系 刚 : 
greagolgong=E100000#100000 共 100000 
greagol+hrexigon=E100000##100000 节 100000 关 2 303 
greagoldufhrexigong=E100000#100000##100000#3 

ecefon 系列 : ecefonfhrex =  .. 
ecet+onthrex=E303#1#1##2=E303##1##(E303) 
=E303#1##centillion, 骨 俗 点 说 ( 见 右 图 ) 一 一 
ece+onduf+hrex=E303#]1##1#3 0 
=E303#1#ecefon+hrex Rs 
petfaksys 系列 ; 
+ria-pe+aksys=E1##1##1#3=E1##1##deka-feraksys=10TTTT3 
tfet+ra-pet+aksys=E1#1#1##4=E1##1##+ria-pefaksys=1011TTT4 
pent+a-pe+aksys=E1#1##1#5=E1##1#+efra-petaksys=1011TTT5 


hexa-petaksys=E1#1##1##6=1011TTT6 
hepta-petaksys=E1#1#1##7=101TTT7 
0oc+a-pet+aksys=E1#1#1##8=10TTTT8 
enna-pet+taksys=E1#1##1##9=10TTTT9 
deka-petaksys=E1#1#1#10=101TTTT10=E1#1##1##1#2=101T1TTTT2 
hect+a-petaksys=E1#1##1#100=101TTT100 
gigango|l=E100##100#100##100, 于 是 我 人 ?可 以 开始 下 面 鬼 系列 . 
gigango| 系列 : 
gigangol=E100##100##100##100 
gigangol+e+trex=E100#100##100#100##2=E100##100###100##gigangol 
gigangoldufe+rex=E100##100#100##100#3=E100##100 共 100#gigangol+fe+rex 
gigangolgong 系列 : 
gigangolgong=E100000##100000#100000###100000 
gigangol+e+rexigong=E100000###100000#100000##100000#2 
gigangoldutet+rexigong=E100000#100000##100000###100000#3 


ecefon 系列 : 

ecef+onf+ef+rex=E303#1 并 1 六 1##2 

ecetondutetrex=E303#1#1#1#3 小 提示 :E(a)] 才 1#1#..1#1##2=afoa 
eXaksys 系列 : ( 共 b 个 "19) 


tria-exaksys=E1#1##1##1##3=101TTTT3 

te+ra-exaksys=E1##1##1##1##4=101TTTT4 

deka-exaksys=E1##1#1#1##10=10TTTTT10=10142 

hect+a-exaksys=E1##1#1##1#100=1011TTTT100 
gorgegol=E100#100##100#100##100, 于 是 我 人 ?可 以 开始 下 面 的 系列 . 

gorgego| 系列 : 

gorgego|l=E100#100##100##100##100 

gorgegolpenfex=E100#100##100#100#100#2=E100#100#100#100#gorgegol 

gorgegoldupenfex=E100#100##100##100#100##3=E100#100##100#100#gorgegolpen+ex 

gorgegolgong 系列 : 

gorgegolgong=E100000##100000#100000##100000##100000 

gorgegolpenfexigong=E100000#100000#100000##100000###100000#2 

gorgegoldupenfexigong=E100000#100000#100000#100000#100000##3 

ecCefton 系列 ; 

ecetonpenf+ex=E303#] 开 1##]1##1 芽 2 

ecetondupentex=E303#] 开 1##]##] 并 3 

epftaksys 系列 : 

+ria-epfaksys=E1#1#1##1##1#3=10143 

+e+ra-eptaksys=E1##1##1#1##1##4=1014 


deka-eptaksys=E1#1#1#1#1##10=101%10=101?2 

hecta-eptaksys=E1#1#1#1#1##100=1012100 
gulgol=E100#100##100##100##100##100, 于 是 我 人 可 以 开始 下 面 的 系列 . 

gulgol 系列 : 

gulgol=E100##100#100##100##100##100 

gulgolhex=E100#100##100##100#100##100#2 

gulgolduhex=E100#100##100#100#100##100#3 

gulgolgong 系列 : 

gulgolgong=E100000##100000#100000 共 100000##100000#100000 

gulgolhexigong=E100000#100000##100000#100000##100000#100000 天 2 

gulgolduhexigong=E100000##100000#100000#100000##100000##100000#3 

ecCeton 系列 : 

eceftonhex=E303#1#1##1##1##]1 开 2 

ecetonduhex=E303#1#]1##1##1#1#3 

ocfaksys 系列 : 

+ria-octaksys=E1#1#1#1#1#1##3=10173 

+etra-octaksys=E1#1#1#1#1##1##4=10174 

deka-ocfaksys=E1#1#1#1##1#1##10=101710=10182 

hecfta-octaksys=E1#1#1#1#1#1##100=101“100 
gapsgol=E100##100##100#100##100##100##100 ,于 是 我 人 又 可 以 开始 下 面 的 系列 . 

gapsgo| 系列 : 

gapsgol=E100#100##100##100#100#100#100 

gapsgolhep+fex=E100#100#100##100#100##100#100#2 

gapsgolduhepfex=E100##100##100#100##100##100##100#3 

gapsgolgong 系列 : 

gapsgolgong=E100000##100000#100000 共 100000##100000##100000#100000 

gapsgo|lhepfexigong=E100000#100000#100000#100000##100000##100000##100000#2 

gapsgolduhept+exigong=E100000#100000#100000##100000###100000#100000##100000#3 

ecefton 系列 ; 

ecetonhepfex=E303#]1##]1#1#1##1##1#2 

ecetonduhepfex=E303#]1##]1##]1#1#1##1##3 

ennaksys 系列 ; 

+ria-ennaksys=E1#1##1##1#1##1##1##3=10183 

+e+ra-ennaksys=E1##1#1#1##1##1##1##4=10184 

deka-ennaksys=E1#1#1#1#1#1#1#10=101310=101T?2 

hecta-ennaksys=E1#1##1#1#1#1#1#100=1018100 
ginorgol=E100#100##100#100##100#100##100##100, 于 是 我 人 还 可 以 开始 下 面 的 系 
列 . 


ginorgo| 系列 : 

ginorgol=E100##100#100##100#100#100##100#100 
ginorgoloc+fex=E100##100##100#100#100###100 共 100#100#2 
ginorgolduocfex=E100##100#100##100#100#100##100#100#3 

ginorgolgong 系列 : 
ginorgolgong=E100000#100000#100000##100000#100000#100000##100000##100000 
ginorgolocfexigong=E100000#100000#100000#100000#100000##100000#100000#100000##2 
ginorgolduoc+exigong=E100000#100000#100000##100000#100000#100000#100000#100000#3 
ecefton 系列 ; 

eCcef+onocf+ex=E303#1##1#1#]1#1#1##1##2 
ece+onduoc+ex=E303#1##1##1##1##1##1##1#3 

dekaksys 系列 ; 

+ria-dekaksys=E1#1#1##1##1#1#1##1#3=101?3 
+e+ra-dekaksys=E1##1#1#1#1##1##1#1##4=101?4 
deka-dekaksys=E1#1#1#1#1#1#1#1##10=101210=101“2 
hecfta-dekaksys=E1#1#1##1##1#1#1##1##100=1012?100 


祷 了 于 上 ,我 人 ?可 以 得 出 下 面 的 结论 :Ea##b##c#d##e= 


105 .10 10 109 .10 
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我 人 ?可 以 按 着 这 个 规律 写 下 去 ,不 难得 出 Eai##a2z##...an 的 乘 方 
如 束 说 刚才 的 EeeiootOO Egg 


100.,gigangol=E100#100#100##100,gorgegol=E100#100#100##100##100， 
gulgol=E100#100#100#100#100#100,gaspgol=E100#100#100###100## 
100#100#100.,ginorgol=E100#100#100#100##100#100##100###100 这 样 
的 数组 成 了 一 个 序列 ,那么 我 们 需要 下 面 的 东西 来 表示 它 拘 任 音 项 .也 就 是 说 ， 


个 序列 引导 我 人 进入 下 一 阶 尽 . 


【4.423 和 连 绾 的 "#' 


刚才 序列 E100##100#...##100( 共 mn 个 "100") 中 的 第 100 个 称 作 gugold, 它 
手 于 E100##100#...#100(100 个 "100". 
现在 和 E(r)a###b=E(r)a 坟 a##... 基 ab 个 a) 然 后 杷 - 裕 ## 并 分 开 的 数 
字 " 也 当 作 普 针 的 蔬 , 进 行 上 面 和 2、 3 条 的 遂 归 .例如 
E3###4###2 坟 3=E3###4 并 并 E3###4###2#2 
=E3###4## 区 E3####4####E3##4####2#] 
=E3###4 卉 并 E3###4## 式 E3####4##2 
=E3###4####E3####4## 坟 E3###4##4# 芳 1 
=E3###4 坟 并 E3####4## 式 E3## 式 4 六 4 
=E3###4###E3####4## 坟 E3## 区 E3##4#3 
=E3###4###E3####4####E3# 式 E3## 芳 E3# 芳 4 六 2 
=E3###4###E3###4## 式 E3####E3##E3####E3###4#1 
=E3###4####E3###4# 芳 E3###E3# 芳 E3 六 六 E3###4 
=E3###4##E3###4## 式 E3####E3##E3####E3##3#3#3 
进而 我 人 还 有 下 面 的 新 规则 |; 

1.E(a)b=a 

2.EA###...##1=EA 这 里 的 "A" 可 以 代表 任意 长 的 序列 ,可 以 认为 "A" 是 . 

3， EN 1)) 

4.EAa###..c 个 .….##b=EAa##...c-1 个 .…#a####..c 个 .… 六 (b-1) 

全 各 们 以 杷 和 示 成 E100##100. 它 大 约 与 1001T100101 相当 . 
ee 不 是 准确 的 相 字 而 是 近似 ， 
一 阶段 ,我 人 得 到 下 面 的 数字 : 

下 1 号 gugold 系列 和 相应 的 -gong 系列 . 
gugold=E100##100=E100#100##99=...=E100#100##...100##100( 共 100 个 "100"”) 
gugolda-suplex=E100#100#...100#100( 共 gugold 个 "100")=E100###gugold 
=E100##100##2 
gugolda-dusuplex=E100#100##..100##100( 共 gugolda-suplex 个 "100 ) 
=E100##gugolda-suplex=E100##100#3 
gugoldagong=E100000##100000 
gugolda-suplexigong=E100000###100000#2 
gugolda-dusuplexigong=E100000##100000#3 

接 下 来 , 顺 着 E100###100##n 这 - "起 劳 "我 们 得 到 graatagold=E100####100#100. 通 

俗 一 点 说 (如 下 页 图 所 示 ) 一 一 


小 二 1d 
一 系列 昌 含 下 面 的 数字 : oroolaoo 


EJ00##]100#JO0#]00 井 .… 0 草 ]00 划 100 基 100#]00 yo 
graatagold=E100# 芳 100#100 E]J00##]00##]O00#]100 井 .… … 者 ]00 埋 100#100#]00 


graaftagolda-sudex=E100####100##100 关 2 
graafagolda-dusudex=E100##100##100#3 
graatfagoldagong=E100000##100000#100000 EIO081008 .41008100 
graafagolda-sudexigong=E100000###100000##100000 夫 2 
graafagolda-dusudexigong=E100000####100000#100000 并 3 
灾 际 上 ,graafagold 应 该 介 于 Craham 数 和 forcal 之 间 . 下 面 是 greegold 系列 和 相应 曲 
-gong 系列 ; 
greegold=E100###100##100##100 
greegolda-sufhrex=E100###100#100#100#2 
greegolda-dusufhrex=E100###100##100##100#3 
greegoldagong=E100000##100000#100000###100000 
greegolda-sufhrexigong=E100000##100000#100000##100000#2 
greegolda-dusufhrexigong=E100000##100000#100000#100000##3 
下 面 是 grinningold 系列 和 相应 揭 -gong 系列 ; 
gprinningold=E100##100#100##100##100 
grinningolda-sufe+rex=E100###100#100##100##100#2 
gpinningolda-dusufe+rex=E100##100#100##100##100#3 
gprinningoldagong=E100000##100000##100000##100000##100000 
gprinningolda-sufetrexigong=E100000##100000##100000##100000##100000#2 
grinningolda-dusufef+rexigong=E100000##100000#100000##100000##100000#3 
下 面 是 golaagold 系列 和 相应 的 -gong 系列 ; 
golaagold=E100###100#100#100##100#100 
golaagolda-supenfex=E100##100##100##100###100##100 共 2 
golaagolda-dusupenf+ex=E100##100#100#100##100#100#3 
golaagoldagong=E100000##100000#100000#100000##100000##100000 
golaagolda-supentexigong=E100000##100000#100000##100000##100000##100000 闪 2 
golaagolda-dusupentexigong=E100000###100000##100000##100000#100000#100000##3 
类 似 的 ,我 们 还 有 以 et 为 下 的 
gruelohgold 系列 , 它 旦 公 gruelohgold. gruelohgolda-suhex. gruelohgolda- ee 


EJO0#100# .… .…##100#100 《7) 


ee 有 gruelohgolda-dusuhexigong 字数 

以 gaspgold=E100##100#100#100##100##100##100#100 为 下 的 gaspgold 系 
虽 公 gaspgold.， gaspgolda-suhepfex、，、gaspgolda-dusuhepf+ex、，gaspgoldagong. 
gaspgolda-suhep+exigong，、gaspgolda-dusuhep+fexigong 李 数 字 

以 全 风光 为 下 的 ginorgold 
系列 , 它 旦 公 ginorgold.ginorgolda-suocfex. ginorgolda-dusuocfex. ginorgoldagong. 


ginorgolda-suoc+exigong， dginorgolda-dusuocfexigong 李 数 字 . 
现在 , 翅 刚 才 我 们 所 说 的 一 些 数字 列 出 来 ,可 以 得 到 下 面 风 有 规律 的 数 阵 . 
虽 工行 审 2 行 
名 称 数值 名 称 数 但 
g00go| | E100###1 gugold E100##100##1 
grango| | E100###2 |graatagold |E100####100 天 并 2 
greago| |E100###3 |greegold ”|1E100###100# 六 3 
gigangol | E100###4 grinningold | E100###100# 并 4 
gorgegol  E100##5 |golaagold | E100###100# 坟 5 
gulgol| “|E100###6 |gruelohgold| E100###100##6 
gaspgo| |E100##7 gaspgold | E100###100 坟 六 7 
ginorgo| | E100###8 |ginorgold |， E100###100# 六 8 
其 中 每 -个 数 其 实 代 表 了 一 个 系列 ( 昌 括 著 通 系列 和 -gong 系列 ,甚至 
et 系 系列 ). 如 果 顺 着 上 表 的 趋势 ,我 人 可 以 得 到 下 面 鬼 东西 . 
示 :用 "# 娘 "连接 的 序列 近似 于 没有 下 过 的 康 咸 链 式 戎 号 . 
本 的 第 3 行 ; 
gugolthra=E100##100####100 
graafagol+hra=E100##100## 并 100###2 
greegol+fhra=E100###100####100##3 
gprinningolfhra=E100##100###100# 坟 4 
golaagol+hra=E100##100##100###5 
gpruelohgol+hra=E100##100##100####6 
gaspgolfhra=E100###100##100##7 
ginorgol+fhra=E100###100##100###8 
表 的 第 4 行 : 
gugoltesla=E100###100##100##100 
graatagolfesla=E100##100###100###100##2 
greegolfesla=E100###100###100###100##3 
grinningolfesla=E100##100###100####100# 闻 4 
golaagolfesla=E100##100##100##100###5 
gpruelohgolfesla=E100##100###100###100##6 
gaspgolfesla=E100##100###100###100# 并 7 
ginorgolfesla=E100##100###100##100# 六 8 
表 的 第 55 行 : 
gugolpeta=E100##100###100###100##100 
graatagolpefa=E100###100##100##100####100##2 


greegolpef+a=E100##100##100###100##100###3 
gpinningolpefa=E100##100###100###100##100##4 
golaagolpefa=E100# 共 100###100###100##100# 节 5 
gpruelohgolpetfa=E100##100##100###100###100###6 
gaspgolpe+a=E100##100##100##100###100# 并 7 
ginorgolpetfa=E100###100###100###100##100####8 

去 的 第 6 行 : 
gugolhexa=E100##100##100###100##100###100 
graafagolhexa=E100###100###100###100##100###100# 并 2 
greegolhexa=E100##100##100##100###100###100###3 
gpinningolhexa=E100###100###100##100###100###100###4 
golaagolhexa=E100##100##100##100###100###100####5 
gpruelohgolhexa=E100##100##100###100####100##100####6 
gaspgolhexa=E100##100##100####100###100###100###7 
ginorgolhexa=E100##100###100##100###100####100###8 

表 鬼 第 7 行 : 
gugolhept+a=E100##100###100##100##100###100###100 
graafagolhepf+fa=E100##100# 卉 100###100###100## 共 100# 共 100##2 
greegolhepf+a=E100##100###100###100###100##100###100##3 
gpinningolhepf+fa=E100##100###100####100###100##100###100###4 
golaagolhepfa=E100###100###100##100##100###100###100###5 
gpruelohgolheptfa=E100##100###100##100####100# 共 100###100###6 
gaspgolhepfa=E100##100###100##100###100####100##100## 六 7 
ginorgolhepftfa=E100###100###100###100###100###100####100###8 

去 多 第 8 行 : 
gugolocfa=E100###100##100###100##100###100###100###100 
gpraaf+agolocta=E100##100###100####100###100##100##100###100###2 
greegolocta=E100##100##100##100###100###100##100###100###3 
gpinningolocfa=E100##100##100##100###100###100##100###100##4 
golaagoloct+a=E100##100###100###100###100##100##100###100###5 
gpruelohgoloc+ta=E100##100###100###100###100###100###100###100###6 
gaspgolocfa=E100##100###100####100###100###100####100####100##7 
ginorgoloc+a=E100##100##100###100###100###100###100###100###8 

总 共有 64 个 "go| 数 ", 这 意味 着 64 个 系列 .这 里 就 不 一 一 命名 了 . 
如 果 刚 才 由 64 个 "gol 数 "组 成 了 一 个 表 , 这 个 表 就 只 是 三 维 表 的 一 个 平面 

而 已 .而 这 个 三 维 表 只 是 一 个 四 大 的 四 维 表 的 一 个 立方 块 ,四 维 表 又 只 是 玉 维 
表 则 一 部 分 .三 维 表 达到 了 合 下 赃 的 康 威 链 式 稍 号 的 增长 这 ,那么 四 维 表 净 会 


ee 超过 C 邓 数 ,更 不 用 说 更 高 维度 的 表 了 .下 面 是 一 些 自 型 的 数字 . 
三 维 表 中 ,我 人 ?首先 见 到 的 是 +hroogol( 用 前 缀 +hr- 办 损 googol 中 提 所 得 ), 它 手 于 
Et 就 是 E100##100###...100##100(100 个 "100"). 昌 2 个 平面 应 该 昌 
括 下 面 的 东西 ; 
第 工行 的 +fhroogol=E100####100 
+hrangol=E100#####100# 坟 2 
+hreagol=E100#####100# 六 3 
+hrigangol=E100####100###4 
+hrorgegol=E100#####100###5 
+hrulgol=E100#####100###6 
+hraspgol=E100#####100# 六 7 
+fhrinorgol=E100####100####8 
第 2 行 的 +fhrugold=E100###100###100=E100######100####2 
+hraafagold=E100#####100##100# 六 2 
+hreegold=E100###100###100###3 
+hrinningold=E100####100###100###4 
+fhrolaagold=E100#####100# 共 100##5 
+fhruelohgold=E100####100# 共 100###6 
+hraspgold=E100###100###100##7 
+hrinorgold=E100###100###100###8 
第 3 行 的 +fhrugol+hra=E100####100#####3 
第 4 行 的 +hrugol+esla=E100######100 太 并 #4 
第 5 行 的 +hrugolpe+a=E100####100####5 
第 6 行 的 fhrugolhexa=E100###100# 开 坟 6 
第 7 行 的 +fhrugolhepfa=E100#####100####7 
第 8 行 的 +hrugoloctfa=E100#####100#####8 李 这 
然后 我 人 进入 第 3 个 平面 ,我 们 用 证 缀 "+pris+o-" 来 引导 第 3 个 平面 的 数字 .这 个 平面 以 
+ris+o-+hroogol=E100########3 为 首 . 

第 3 个 平面 提审 1 行 旺 括 +risfo-fhroogol=E100###100######100 
+pris+o-+hrangol=E100#####100#####100###2 
fris+o-+hreagol=E100######100######100####3 字数 字 

2 行 旦 括 +risfo-fhrugold=E100####100###100####100 
+ris+o-fhraatfagold=E100####100####100##100# 六 2 
fprisfo-fhreegold=E100####100#####100###100 太 ##3 这 

3 行 旦 括 frisfo-fhrugolfhra=E100###100###100##100####100 
+risfo-+hraaf+agol+hra=E100#####100######100###100####100##2 这 

4 行 的 fristfo-+hrugolfesla=E100####100####100##100###100####100 

5 行 的 fris+fo-+hrugolpef+a=E100#####100####100####5 


手 


污 手 


污 手 


济 于 济 玫 


6 行 的 fprisfo-fhrugolhexa=E100#####100#####100####6 可 学 
当 我 人 进入 第 4 个 平面 时 ,使 用 前 缀 "Terisfo" .它们 以 feprisfo-fhroogol=E100#######4 
为 下 .如 
第 工行 的 +eris+o-+hroogol=E100###100####100######100 
+enris+o-+hrangol=E100####100#####100#####100 闻 六 2 
+feris+o-+hreagol=E100####100#####100####100##3 
第 2 行 的 feristo-+hrugold=E100####100#####100######100####100 
+eris+o-+hraafagold=E100#####100####100####100# 共 100###2 
行 的 +ferisfo-fhrugol+hra=E100### 基 100# 卉 并 100####100##100##100 
行 的 ferisfo-fhrugol+esla=E100#####100### 共 100####100### 闻 4 
行 的 +ferisfo-fhrugolpe+a=E100####100#####100# 并 共 100### 六 5 
行 的 ferisfo-fhrugolhexa=E100####100####100####100### 节 0 
审 5 个 平面 以 pesto-fhroogol=E100#####5 为 首 . 
(第 工行 )pestfo-+hroogol=E100####100#####100######100####100 
pesf+o-+fhrangol=E100####100####100####100###100 并 并 2 
(第 2 行 )pesfo-f+hrugold=E100####100####100#####100#####100###100 
(第 3 行 )pesto-fhrugol+fhra=E100#####100######100######100######100#####3 字数 字 . 
第 6 个 平面 以 exis+o-+hroogol=E100########6 为 首 . 
(第 工行 )exis+o-f+hroogol=E100###100######100#####100#####100#####100 
eXxisfo-+hrangol=E100####100####100####100#####100# 坟 #100##2 
(第 2 行 )exis+o-+hrugold=E100###100#####100####100######100#####100####100 
( 寓 3 行 )exis+o-+hrugol+hra=E100######100######100#####100####100######100 太 ###3 字 . 
第 7 个 平面 :episfo-fhroogol=E100##### 并 7 
第 8 个 平面 :ogisfo-+hroogol=E100######8 
前 面 的 东西 都 只 在 四 维 表 的 需 1 个 立方 块 中 ,而 在 四 维 表 接 下 来 网 立方 块 中 ,我 们 首先 见 
到 第 2 立方 块 中 揭 feroogol=E100#######100. 
第 2 立方 块 : 
寓 1 平面 第 工行 feroogol=E100#####100 
terangol=E100#####100# 坟 2 
+fereagol=E100#####100###3 
1 平面 第 2 行 +erugold=E100######100###100 
+eraaftagold=E100######100###100##2 
1 平面 害 3 行 Terugolfhra=E100######100######3 
虽 4 行 +ferugolfesla=E100#####100######4 
第 2 平面 第 工行 fenri-+hroogol=E100#####100######100 
第 3 平面 第 工行 fenri-+ris+o-f+hroogol=E100####100#####100#####100 
第 4 平面 feri-ferist+o-+hroogol=E100########100#######4 
第 5 平面 +feri-exis+o-+fhroogol=E100#######100#######5 


第 3 
第 4 
汗 5 
第 6 


污 手 


污 手 


第 3 立方 块 : 
审 1 平面 frisfo-+feroogol=E100#####100######100 
第 2 平面 frisfo-feri-+hroogol=E100####100######100#####100 
第 3 平面 frisfo-feri-+fris+o-f+hroogol=E100######100######100#######3 
寓 4 立 方块 : 
第 工 平 面 feris+o-+eroogol=E100######100########100########100 
第 2 平面 feristfo-+eri-+hroogol=E100#######100######100########100####100 
第 与 立方 块 pesto-feroogol=E100#######100#######100########100#####100 
第 6 立方 块 existfo-+eroogol=E100##########6 
需 7 立方 块 episfo-feroogol=E100########7 
害 8 立方 块 ogisfo-+eroogol=E100#########8 
同样 ,我 人 顺 着 序列 
grangol=E100#100 
gugold=E100##100 
+hroogol=E100###100 
teroogo|l=E100######100 
可 以 得 出 这 个 序列 的 扩展 : 
pet+oogol=E100######100 
ecf+oogol=E100#########100 
Zet+t+oogol=E100###########100 
yot+tf+oogol=E100###########100 
我 人 用 含 "s+o" 的 前 缀 表示 一 个 维度 中 的 位 直 , 用 不 含 "sfo'" 的 全 缀 表示 维度 
yoft+i-Zzet+f+i-ec+i-pe+i-+eri-+hroogo| 
=E100################100############100###########100########100######100######100 
+ris+o-yof+f+i-ecf+i-+erisfo-pefi-pesto-+eri-+pris+fo-f+hrinorgol+hra=E100###########100 
###############100######## 共 100#########100########100#########100#######100 
######100#######100########100#####100#####100###100###100####8 
际 上 ,这 个 八 维 表 旺 合 了 16777216 个 系列 .你 可 以 想 昌 得 出 每 个 系列 中 和 个 数 的 名 衬 
这 里 就 不 一 一 列举 3 
如 果 E100###...##100 中 国有 100 个 "#' ,那么 它 会 变 成 什么 吃 ?于 是 ,Sbiis 
Saibian 给 出 3 一 个 新 的 扩展 ,这 就 是 一 一 


[4.4.33 "大 "的 运 视 


Sbiis Saibian 杷 连 写 的 hh 个 "天 "也 记 作 " 江 x#x... 并 x 并 "或 者 " 姑 ”这 个 上 村 
种 解释 为 乘 方 . 试 着 对 比 一 下 : 


Qaa...QaQ=QxQx..QxQa=Q- 
#####...####=#x#x... 邓 x 节 =#” 
你 就 发 现 这 个 息 义 实 耳 上 是 人 成 了 一 个 数 . 人 上 用 的 " 数 宇 " 
是 "##" ,那么 EAa##”b= 上 Q. 注 音 到 所 有 的 递归 都 从 序列 的 景 在 边 开 始 , 于 
是 我 1 得 到 下 面 的 息 义 

1.E(a)b=a 
2.EAB1=EA, 此 处 A 为 任意 序列 ,B 为 任何 形式 网 "##'. 如 

E(5)3##45## 公 裤 7c1=-E(5)3##45 
Bp 去 掉 末 尾 的 1 和 和 连接 它 的 东西 . 
3.EAa#b=EA(a##(b-1)), 此 惧 A 为 任意 序列 
4.EAaf(##)x# b=EAaf(##) af(#)x## (b-1), 此 处 A 为 任意 序列 站 (##) 为 任何 形式 的 " 关 "， 
f(#)x# 风 表示 千 ( 江 ) 和 # 的 乘积 .如 

E(6)3 基 642#4##35=E(6)3 开 6#2(#4##2x 基 )5=E(6)3 并 6#2 头 422 关 4# -34 

关 于" 大 "本 身 鬼 变 损 , 有 下 面 的 情况 (其 中 牛 ( 姑 ) 表 示 关 于 江 的 邹 数 ) 

1.EAa##{e) 7b=EAa 龙 (7oa 
2.EAa##(6)b=EAa 龙 (oa 
3.EAa 帮 (0603Jb=EAa# 基 人 ia 
4.EAa 胡 二 (60)b=EAa# 芝 (fjbia 
5.EAa 帮 二 六 30b=EAa 大 定 芝 人 人 2)a 
6.EAa 帮 二 六 G30b=EAa 大 芝 人 joia 


7.EAa**#b=EAa "#a 

8.EAa ##TT(f(##)+ 邓 ) b=EAa #T(f(#)+b) a 
9.EAa ##TT(f(##)x#) b=EAa ##TT(f(##)xb) a 
10.EAa ##T( 攻 1 b=EAa 大 1(#( 人 7 a 
11.EAa #T 江 1## b=EAa 者 1T#TTb a 


也 s 训 是 说 名 立 的 基 变 成 日 而 序列 末尾 的 b 则 变 成 Q. 为 了 更 好 地 理解 这 些 东 
西 ,你 可 以 参见 需 【73] 音 有 关 序 数 揭 说 明 . 这 里 曲 ## 好 像 序数 - 样 . 
这 是 普通 系 恒 : 
ia 
grand godgahlah=E100#9"9o" 100=E100#*godgahlah=E100##“100#2 
+wo-ex-grand godgahlah=E100#9rarc 9oqgaai100=E100##100#3 
+hree-ex-grand godgahlah=E100#iwo-exgrandgodoahlah100=E100##100##4 


hundred-ex-grand godgahlah=E100#”100#101 
godgahlah-ex-grand godgahlah=E100##"100##(godgahlah+1) 
>E100#”100##E100# "100=E100##”100##1##2 
-gong 系列 ; 
godgahlahgong=E100000 共 100000=E100000###"100000 
ee godgahlahgong=E100000##9%c9a" agong100000=E100000###100000##2 
然后 ,我 人 继 绾 we 寻 到 下 面 则 数字 . 
如 有 说 godgahlah 是 第 工 个 系列 ,那么 第 2 个 系列 就 是 grandgahlah 系列 . 它 昌 括 
En 
grand grandgahlah=E100#*100#100##2 村 数字 . 
然后 我 人 有 下 面 的 "系列 首 项 ": 
greagahlah=E100#"100##100##100 
gigangahlah=E100##100#100##100##100=E100#*100#<4 
gorgegahlah=E100#”100#100#100#100#100=E100##"100##“5 
gulgahlah=E100#*100##100#100#100#100##100=E100 共 "100##<6 
gaspgahlah=E100##"100##100##100##100##100##100##100=E100#”100##27 
ginorgahlah=E100#”100#100#100#100#100#100#100#100=E100##"100#8 
回忆 一 下 上 一 小 | 这 一 小 节 所 说 曲 这 几 个 数 仅 仅 是 第 2 个 八 维 表 表 中 网 一 行 
而 已 .下 面 列 出 这 第 2 个 八 维 表 中 的 某 些 数字 . 
第 2 行 : 
gugoldgahlah=E100##*100##*100 
graafagoldgahlah=E100#”100#“100##100 
greegoldgahlah=E100#”100#*100##100#100=E100##=100#*100##“3 
grinningoldgahlah=E100#*100#*100#100##100#100=E100#”100##*100##24 
golaagoldgahlah=E100#”“100#2100#25 
gpruelohgoldgahlah=E100#”“100#*100##<6 
gaspgoldgahlah=E100#*100##*100##27 
ginorgoldgahlah=E100#”100##<100#28 
审 1 平面 中 由 3~8 行 : 
gugol+fhragahlah=E100##”“100#*100#*100=E100##”100##33 
gugolteslagahlah=E100#”100#*100##*100##*100=E100##"100#34 
gugolpetagahlah=E100#"100##35 
gugolhexagahlah=E100#”100#36 
gugolhepfagahlah=E100#”100##37 
gugoloctagahlah=E100##100##38 
其 它 维度 : 
+hroogahlah=E100#*100##3100 


+eroogahlah=E100#”100##^100 
pet+oogahlah=E100#*100#>?100=E100##"100##75 
ect+oogahlah=E100#*100##*100=E100#”100##”6 
zett+oogahlah=E100##100#7100=E100##”100 邓 ”7 
yottoogahlah=E100##*100##8100=E100##*100 太 ”8 

景 后 ,第 2 个 八 维 表 结 束 , 审 3 个 表 以 gofrigahlah 开始 . 它 竺 于 E100###*100##" 100 

=E100#*100## 六 100. 下 面 是 这 个 八 维 表 中 网 革 些 数字 . 
ER 几 09 
grantrigahlah=E100#”100##100#100 
greatrigahlah=E100##100###*100##100#100 
gigantrigahlah=E100#*100##*100#100##100#100 
gorget+rigahlah=E100#”100##100##5 
gul+rigahlah=E100##100#”100#<6 
gasptrigahlah=E100##100##”100##27 
ginor+rigahlah=E100#"100##”100#“8 
gugoldfrigahlah=E100##100###100##2100 
+hroofrigahlah=E100##100#"100#3100 
+eroof+rigahlah=E100##”100##100##^100 
petoof+rigahlah=E100##100##”100#>100 
ectoot+rigahlah=E100###100##”100##2%100 
zett+oofrigahlah=E100##”100#”100##7100 
yot+tt+oo+trigahlah=E100##100###100##3100 

接 下 来 ,第 4 个 表 开 始 于 gofergahlah=E100 共 100 贡 '100 办 "100. 顺 着 这 几 个 表 拘 开头 ， 

我 1 人 7 得 到 下 面 鬼 序列 ; 
go0go|=E100 
godgahlah=E100#”*100 
goftrigahlah=E100#”100##:100 
gofergahlah=E100##*100#*100##*100=E100##14 
goppegahlah=E100#”100#”100#”100#”100=E100##” ”5 
gohexgahlah=E100##*100###100#*100##*100##"100=E100 邓 ”16 
gohepgahlah=E100##100##“100#* 100## 100##”100#”100=E100 邓 ”7 
go-ahtgahlah=E100#“100#”100##"100###100#*100##"100###"100=E100 基 一 8 
go-enngahlah=E100 共 9 
godekahlah=E100## 一 10 


ee 
于 是 我 人 ? 杷 上 面 的 gohec+gahlah 称 作 godgoldgahlah ,然后 我 们 得 到 下 面 的 序列 .也 就 
是 9 个 表 的 开头 数 . 


go0go|=E100 
godgoldgahlah=E100##” 100 
gotrigoldgahlah=E100##” 100##”100 
gofergoldgahlah=E100# 关 ?100## 关 "100## 关 1100 
goppegoldgahlah=E100#” 100##” 汪 100##” 汪 100#” 100=E100 邓 ”5 
gohexgoldgahlah=E100##” 100##” 100 并 ”100##” 100##” "100=E100 秦 6 
gohepgoldgahlah=E100# 关 ?100## 生 ?100 天 100## 王 1100## 关 1100# 王 "100=E100##”7 
go-ahfgoldgahlah=E100##”…8 
go-enngoldgahlah=E100## 关 “9 
人 
， 着 上 面 2 个 序列 ,我 们 其 灾 可 以 组 建 - 四 表 ,如果 去 掉 googol, 那 么 godgahlah 就 
号 第 1 个 数 RN 就 是 第 2 个 数 (这 2 个 数 都 在 第 1 行 中 ). 这 个 高 级 表 可 以 部 
分 刚 举 如 下 . 
第 1 行 : 
godgahlah=E100#"100 
godgoldgahlah=E100##”…"100 
god+fhroogahlah=E100## 二 “100 
godtferoogahlah=E100#”…*100 
godpetoogahlah=E100#”“100 
go-ectoogahlah=E100## 王 "100 
godzettoogahlah=E100# 关 "100 
godyot+oogahlah=E100#” ”100 
第 2 行 : 
deuftero-godgahlah=E100# 关 "100=E100 邓 ”100=E100##” ”0100 
deuftero-godgoldgahlah=E100## 王 100 
deut+ero-god+hroogahlah=E100##” “100 
deutero-godteroogahlah=E100## 关 汪 3100 
deuftero-godpetoogahlah=E100## 关 ”100 
deuftero-go-ectoogahlah=E100#” ”100 
deuftero-godzet+oogahlah=E100 邓 ”100 
deuftero-godyot++oogahlah=E100##” “7100 
审 1 平面 的 其 它 行 : 
虽 3 行 +rifo-godgahlah=E100#” “3100 
壳 4 行 +feferto-godgahlah=E100## 关 “100 
壳 5 行 peptfo-godgahlah=E100# 关 5100=E100### 夫 5=E100## 关 “5 
壳 6 行 exto-godgahlah=E100###“6100=E100 邓 ##6=E100### “6 
壳 7 行 epfo-godgahlah=E100## 关 7100=E100### 二 7=E100 好 二 “7 
第 8 行 ogdo-godgahlah=E100# 若 8100=E100## 汪 8 


审 9 行 enfo-godgahlah=E100# 莽 ?100=E100## 关 “9 

审 10 行 dekato-godgahlah=E100 基 1100=E100### 10 

20 行 isosfo-godgahlah=E100##”20100=E100### “20 

1 立方 块 拘 其 他 平面 : 

2 平面 第 1 个 gridgahlah=E100# 关 “100 
grid+rigahlah=E100### “100## 关 100 
gridtergahlah=E100# 吉 “100## 100## 基 “100=E100# 基 4 
gridpeggahlah=E100## 关 “100## 二 “100### “100 地 吉 “100=E100 邓 二 15 
gridhexgahlah=E100## 6 
gridhepgahlah=E100 好 二 17 
grid-ah+gahlah=E100# 二 “18 
grid-enngahlah=E100 秦 # 19 
grid-dekahlah=E100### “10 

壳 3 平面 deufero-gridgahlah=E100## 关 100 

壳 4 平面 frifo-gridgahlah=E100## 关 “3100 

害 5 平面 fefertfo-gridgahlah=E100### 24100 

第 6 平面 pep+o-gridgahlah=E100### “5100=E100### 25=E100## 35 

壳 7 平面 exto-gridgahlah=E100### “6100=E100## “2#6=E100### 36 

壳 8 平面 ep+o-gridgqgahlah=E100 太 ## 汪 7100=E100 好 ” 37 

壳 9 平面 ogdo-gridgahlah=E100 好 # “8100=E100### 38 

审 10 平面 enfo-gridgahlah=E100## ?100=E100 好 二 39 

壳 11 平面 dekato-gridgahlah=E100 好 # “10100=E100## 310 


沪 于 济 手 沪 于 


需 21 平面 isosto-gridgahlah=E100##” “100=E100##” 320 

壳 1 四 维 块 则 其 他 立方 块 : 

壳 2 立方 块 第 1 个 kubikahlah=E100# 辣 3100 
kubifrigahlah=E100# 基 3100 太 六 3100 
kubifergahlah=E100# 关 3100## 才 3100### 3100=E100## 关 34 
kubipeggahlah=E100### 3100# 世 3100 太 六 3100## 关 3100=E100# 关 35 
kubihexgahlah=E100 好 ” 316 
kubihepgahlah=E100 好 二 37 
kubi-ah+fgahlah=E100##” 318 
kubi-enngahlah=E100### 3219 
kubi-dekahlah=E100## 3110 

壳 3 立方 块 deufero-kubikahlah=E100### 2100 

害 4 立方 块 +rifo-kubikahlah=E100## 33100 

虽 与 立方 块 +eferfo-kubikahlah=E100### 3“4100 

害 6 立方 块 pepfo-kubikahlah=E100### 35100=E100## 35=E100### 45 


需 7 立方 块 extfo-kubikahlah=E100## 36100=E100### 3 6=E100##” 46 
壳 8 立方 块 epfo-kubikahlah=E100## 37100=E100###F 3 只 7=E100# 六 47 
审 9 立方 块 ogdo-kubikahlah=E100### 8100=E100##” “8 

壳 10 立方 块 entfo-kubikahlah=E100## 关 32?100=E100 好 关 “9 

第 11 立方 块 dekato-kubikahlah=E100## 关 3100=E100#“ “10 

壳 21 立方 块 isosfo-kubikahlah=E100# 关 320100=E100## “20 

第 1 五 维 块 拘 其 它 四 维 块 : 

壳 2 四 维 块 第 1 个 quarticahlah=E100### “100 
quart+i+rigahlah=E100### “100# 基 《100=E100 邓 六 413 
quart+ifergahlah=E100# 关 “100### “100# 基 《100=E100 邓 二 4 

3 四 维 块 deufero-quarf+icahlah=E100### 4 2100 

4 四 维 块 frifo-quarticahlah=E100### “3100=E100# 芝 4 二 3=E100### 53 

5 四 维 块 +feferfo-quarf+icahlah=E100### 4100=E100# 关 54 

1 六 维 块 的 其 它 玉 维 块 : 

2 玉 维 块 第 1 个 quinticahlah=E100# 关 5100 
quint+i+rigahlah=E100## 5100# 世 5100=E100# 吉 513 
quint+ifergahlah=E100## 5100### 5100## 5100=E100 好 # 514 

壳 3 玉 维 块 deufero-quinficahlah=E100# 产 52100 

壳 4 五 维 块 +rifo-quinficahlah=E100### 53100=E100# 基 5 才 3=E100 好 六 63 

5 五 维 块 feferfo-quinticahlah=E100### 5 4100=E100 太 二 24 

11 五 维 块 dekato-quinficahlah=E100## 过 “0100=E100### 610 

1 七 维 块 则 其 它 六 维 块 : 

2 六 维 块 第 1 个 sexficahlah=E100 好 ## 6100 
sex+ifrigahlah=E100## 节 100### 六 6100=E100# 节 3 
sex+ifergahlah=E100 邓 # “100### 100## 六 6100=E100 并 ”4 

虽 3 六 维 块 deufero-sexfticahlah=E100## 基 62100 

第 4 六 维 块 frifo-sexticahlah=E100# 关 3100=E100### 3=E100# 关 73 

5 六 维 块 feferfo-sexticahlah=E100 好 二 6“100=E100##” 74 

11 六 维 块 dekatfo-sexticahlah=E100# 关 0100=E100## 关 710 

1 八 维 块 的 其 它 七 维 块 : 

2 七 维 块 第 1 个 septicahlah=E100##* “100 
septi+rigahlah=E100## 关 “100 好 # “100=E100### 13 
septifergahlah=E100## 关 7100### 7100### “100=E100## 吉 4 

壳 3 七 维 块 deufero-septicahlah=E100 好 # “100 

嘎 4 七 维 块 +rifo-sept+icahlah=E100### “3100=E100 邓 吉 “只 3=E100### 53 

壳 5 七 维 块 +fefertfo-septicahlah=E100## “4100=E100 好 二 84 

壳 11 七 维 块 dekato-sepficahlah=E100#”# 0100=E100 好 六 810 

其 它 八 维 块 : 


潭 于 济 于 济 于 洲 于 溃 于 


沪 手 济 手 沪 于 沪 于 


沪 手 漆 了 污 于 济 于 


八 维 块 第 1 个 octicahlah=E100## 8100 
octifrigahlah=E100## 8100### 8100=E100# 六 3823 
ocfi+ergahlah=E100## 8100### 8100# 基 8100=E100 邓 过 814 

八 维 块 deufero-ocfticahlah=E100## 82100 

八 维 块 frifo-ocfticahlah=E100#”# 83100=E100## 8 只 3=E100 好 # ?3 

八 维 块 feterfo-oct+icahlah=E100### 8 4100=E100 好 过 ?4 

八 维 块 dekato-ocficahlah=E100 太 # 8“10100=E100 邓 # ?10 

随 着 这 个 高 级 表 的 结束 ,我 们 进入 下 一 个 的 阶段 .我 们 开始 使 用 卉 ^ 关 “并 ,#^##^#^# 其 

至 戎 1T 戎 才 个 戎 才 人 个 戎 ,如 下 . 

godgafhor=E100 好 # 1!00100=E100 邓 # #100 

goober bunch=E100### Te1C0100 

grand godgathor=E100## ”100##2 

gibbering goober bunch=E100# 闪 gober uncvgoooer ounch100 

grand grand godgafhor=E100### #100#3( 别 小 看 后 面 的 "#3" ,实际 上 这 个 数 比 gibbering 
goober bunch 还 厂 ) 


污 手 
广 ) 


沙 手 洲 于 济 于 尖 于 
QI - 伺 C) 


| 一 > 
| 一 


gofrigafhor=E100##” #100## #100 

gofergafhor=E100### #100# 芒 六 100 太 六 者 100 
goppegathor=E100# 世 说 00## 站 100# 直 才 100## 关 #100=E100## 芒 15 
gohexgafhor=E100# 基 二 100 天 六 说 00 天 六 六 00# 基 二 00 大 芝 二 100=E100 邓 二 基 16 
gohepgathor=E100## 六 #100# 100 开 100#” 关 100## 关 100##” 着 100=E100## 关 17 
go-ahtgafhor=E100## 基 18 

go-enngafhor=E100# 吉 #19 

godekgafhor=E100 好 吉 芒 110 

deufero-godgafhor=E100# 关 关 才 才 100 
+rifo-godgafhor=E100 关 站 大 基站 攻 攻 00=E100## 关 全 3100=E100## ”3 
+etertfo-godgafhor=E100 开 站 站 熙 基于 天 下 才 100=E100##” 关 4100=E100 邓 二 宫 汪 4 
pepto-godgafhor=E100 天 党 从 基 基 熙 下 和 直下 看 100=E100 夫 二 #5100=E100 大 汪 二 5 
exfo-godgafthor=E100 关 站 共 基 下 在 大 天 可 下 考博 00=E100## 二 加 0100=E100# 攻 6 
epto-godgafhor=E100## 大 7100=E100### f##7 
ogdo-godgafhor=E100# 六 六 8100=E100## 六 二 8=E100 邓 二 作 8 
ento-godgathor=E100## 太 ?100=E100# 节 镶 #9=E100# 节 地)9 
dekato-godgafhor=E100 太 # 六 10100=E100 邓 二 010 
hecato-godgafhor=E100### 六 100100=E100### "0100 
godgridgathor=E100# 世 # “100=E100##” 2100 
godkubikgafhor=E100## # 3100=E100## 汪 3)100 
godquarticgathor=E100## 基 # 100=E100# 关 fr)100 
godgathordeus=E100## 二 才 100=E100## 亿 )100=E100## 人 ")100 
hecato-godgafhordeus=E100 天 二 7 100=E100# 二 作客 100=E100# 20)100 


godgridgathordeus=E100## 站 革 100=E100 大 芝 人 2)100 
godkubikgafhordeus=E100##” 站 #f 3100=E100 大 关 人 23)100 
godquarficgathordeus=E100# 六 # 太 4100=E100 邓 站 作 "2)100 
godgathortfruce=E100#” 关 才 才 二 00=E100 邓 才 人 3)100 
godgafhorquad=E100 大 # 熙 Ar 才 才 00=E100##” 9100 
godgafhorquid=E100# 汪 下 直下 才 直 玫 100=E100## 作 "5)100 
godgathorsid=E100 并 丰 共 全 和 者 下 考 者 100=E100# 才 必 "0100 
godgathorsepfuce=E100 太 # 人 "7)100 
godgafthoroctuce=E100 好 # "8)100 


gralgafhor=E100# 吉 局 "100)100=E100## 亿 5)100=E100 邓 兰考 “100 
gralfrigafhor=E100# 基 六 2100## 基 2100=E100 邓 站 才 13 
gralfergafhor=E100## 关 六 2100 开 节 芳 2100# 站 者 2100=E100# 辣 直人 14 
deutero-gralgafhor=E100## 站 才 才 2100=E100 好 关 二 2100 
+rifo-gralgafhor=E100# 站 站 二 直下 2100=E100## 才 23100 
gralgafhordeus=E100 并 尖 才 “ 六 芳 2100=E100## 关 舍 光 100=E100## 关 六 32 
gralgafhor+ruce=E100## 丰富 站 2 人 基 2100=E100## 过 汪 3)100=E100# 基 基 33 
gralgafhorquad=E100 天 苍苍 个 丰 2 玉兰 100=E100 大 # 作 光 100=E100# 基 芳 34 
gralgafhorquid=E100### 霸 “5)100=E100## 芒 ## 35 
gralgathorsid=E100## 幸 2“6)100=E100# 共 区 36 
gralgathorsep+uce=E100 好 二 37 

gralgathoroc+uce=E100 好 过 二 38 


+hraelgafhor=E100# 基 六 3100=E100# 基 六 312 
+hrael+rigafhor=E100# 节 #F 3100 邓 # 节 3100=E100# 共 共 3513 
deutfero-thraelgafhor=E100## 芝 二 3 过 基 3100=E100# 关 芒 3100 
+rifo-+hraelgafhor=E100# 基 二 3 玫 二 3 直 才 3100=E100 大 关 才 3 3100 
+hraelgafhordeus=E100## 关 六 3 人 者 3100=E100## 二 秋 32)100=E100 邓 兰考 42 
+hraelgafhor+ruce=E100 大 站 直 3 玫 基 3 下 3100=E100## 二 千 33)100=E100 好 关 才 43 


+erinngafhor=E100### 坟 “100=E100## 辣 直人 12 
+erinn+rigafhor=E100# 共 共 4100### # 《100=E100# 节 六 43 
deufero-terinngathor=E100## 基 芳和 才 才 4100=E100## 二 100 
+rifo-+erinngafhor=E100# 直 才 “信息 者 4100=E100# 汪 二 43100 
+erinngafhordeus=E100 邓 站 才 “ 才 站 4100=E100##” 寺 4)100=E100## 关 关 52 
+erinngafhorfruce=E100 开 基站 4 才 看 4 基 4100=E100## 六 伟 43)100=E100## 关 关 53 


pehaelgathor=E100# 关 关 5100 
hexaelgatfhor=E100## 过 6100 
heptaelgafhor=E100### 才 “100 


octaelgafhor=E100## 才 8100 


godtofhol=E100 好 过 二 100100=E100## 关 六 #100 
gralfofhol=E100 太 过 才 才 “100 
+hrae|l+fofhol=E100# 共 芒 坟 3100 
+erinntofhol=E100 太 二 二 才 4100 
pehael+ofhol=E100# 关 六 基 5100 
hexaelfo+hol=E100## 共 区 基 100 
heptael+fofhol=E100 太 兰芝 基 7100 
ocfael+ofhol=E100## 世 # 8100 
godfertafthol=E100## 关 基 攻 ?00100=E100# 站 才 基 者 100 ,从 天 ^ 基 ^ 基 ^ 因 到 ##^ 关 ^ 关 ^ 关 ^ 基 我 们 
省 略 了 很 多 东西 .你 村 曲 道 ,其 实 这 条 路 很 长 .现在 我 们 列 出 一 个 表 , 翅 这 些 数字 族 进 去 ,以 便 对 比 . 
这 里 的 数 全 都 是 E100g( 基 )100 的 形式 ,其 中 g( 闪 ) 是 关于 # 鬼 函数 . 表 中 所 列 的 g(X) 则 是 关于 xX 
拘 函 数 ,它们 是 同一 个 函数 ,规则 相同 . 


(终于 到 天 ^ 开 ^ 并 ^ 关 3 了.) 


名 称 相应 的 g(#) 相应 的 g(X)| 名 称 相应 的 g(X) 
godferfafthol # “~##“## “并 “~# E(x)1#5 “godextafthol E(x)1 坟 7 
gpral+fer+afhol “|##`##` 六 并“## “2 E(x)2 坟 5 |gralextafhol | E(x)2 基 7 
+hrael+ert+athol | 蚤 ^## 并 “~## “六 “3 E(x)3##5 ”| +hraelex+afhol | E(x)3#7 
+erinn+er+afhol |##“#### “人 ## ~# 4 E(x)4##5 |+erinnext+afhol | EC(X)4 坟 7 
pehaelfertafhol |##`##### # “5 E(x)5##5 ”|pehaelext+afhol | E(x)5 共 7 
hexaelt+er+at+hol |##`##“## “人 并 “人 ## “0 E(x)6 坟 5 hexaelextafhol  E(x)6 芳 7 
heptael+ertathol |#“## ~ 坟 ~“ 基 7 E(x)7Z##5 “|heptaelextathol | E(x)7Z 六 7 
octael+ertathol |##`## 并 “人 ##“##“8 E(x)8##5 |octaelextatfhol | E(x)8 坟 7 
godpeptatfhol “|##`##`##`#### 人 ## E(x)1##6 ”|1godeptathol E(x)1#8 
gralpeptafhol “|##`#`#`# 并 人 ## “2 E(x)2 共 6 ”|graleptafhol “| E(x)2 坟 8 
+hraelpeptfaf+hol | ##`##`#`## ~ 六 “并 ”3 E(x)3#6 ”|t+hraelept+afhol | E(x)3#8 
+erinnpepf+afhol | #`### 六 人 ### “4 E(x)4##6 “|+erinnep+afhol | E(x)4#8 
pehaelpept+afhol |##`##### ~## 5 E(x)5##6 ”| pehaelepfafhol | E(x)5 坟 8 
hexaelpeptfaf+hol|##`## 六 并 ## ### 0 E(x)6##6 “|hexaelepfafhol | E(x)6 坟 8 
heptaelpeptathol ##“## 六 “## 六 并 7 E(x)7Z#6 “|heptaelep+athol | E(x)7#8 
octaelpeptatfhol |##`#`# ~## ~ 并 并 “8 E(x)8#6 ”|octaelep+afhol | E(x)8 坟 8 
名 称 相应 的 g(#) 相应 的 g(X) 

godoctafthol #`## ~## 六“##“##^## 并 坟 | E(x)1##9 

gralocfafhol # “~## “人 ## 并“##“## 坟 并 “人 ## “2 | E(xX)2#9 

+hraeloctathol |#`## “人 ## “人 ## 六 并“## “人 ##^# “3 | E(x)3 六 9 

+erinnoc+athol | ##`## 并 “人 ##“## 并 “人 # 人 ##^# “4 |E(x)4 坟 9 

pehaelocftafhol |##`##`#####`#` 关 并 ## “5 | E(x)5#9 

hexaeloctathol |##`##`## 六 并“## 人 ## 并 # “6 | E(x)6#9 

heptaeloctathol |##`##`#`#### ~# 并 并 ## 7 | E(x)7##9 


0oCctaelocta+hol | #^## 并“##“ 坟 并 “人 # 人 ##^# “8 | E(x)8#9 
看 下 面 , 我 们 终于 见 到 才 ##( 也 写作 #T##) 3 1 
tfefhrafhofh=E100##“##“..##^##100( 共 有 100 个 " 基 "), 于 是 
tfefhrafhofh=E100(#T100)100=E100#T##100 
+e+hrafhofhigong=E100000(##TT100000)100000=E100000##T##100000 
grand +efhrafhofh=E100(#TT+e+hrafhofh)100 
=E100#T#+e+hrafhofh 
=E100#T##E100#T 坟 100 
=E100#1##100#2 
grand +fe+hrafhofhigong=E100000(##TT+efhrafhofhigong)100000 
=E100000# 人 ##+efhrafhofhigong 
=E100000# 人 T##E100000#T#100000 
=E100000#T##100000#2 
grand grand +ef+hrafhof+h=E100(#TTgrand +e+hratfhofh)100=E100#T##100#3 
grand grand grand +fet+hrafhofh=E100##T##100#4 
grand grand grand grand +ef+fhrafhofh=E100#T##100#5 


grantfef+hrafhofh=E100#T##100##100 
grea+e+hratho+h=E100#T#100##100##100 
gigan+e+hrafhofh=E100#TT#100##100#100#100=E100## 人 ##100##4 
gorget+efhrafhofh=E100#T#100##100#100##100###100=E100#T##100#5 
gulfe+hrafho+h=E100#T#100#100##100#100##100##100=E100#T##100#“6 
gasp+ethrafho+h=E100#TT##100##<7 

ginor+e+hrathofh=E100#1TT#100##“8 


+ef+fhrafrifhofh=E100#T##100#T##100 
+e+hrafer+ho+h=E100# 个 ##100#T##100#T##100=E100#T##x##4 
+e+hrape+hofh=E100#T#100#T##100# 人 ##100#T##100=E100#T##x##5 
+et+hra-ex+hofh=E100## 人 并 x##6 

tfef+hra-ep+hofh=E100##T##x#7 

+et+hra-octhofh=E100#T 坟 x##8 


deut+ero-+e+hra+fhofh=E100#T##x##T##100 
+ri+o-+e+hra+ho+h=E100#T##x##T##x##T##100=E100((## 半 ##) 3)100 
+e+er+o-+et+hratfhofh=E100# 人 和 #x 六 个 ##x 六 个 ##x#T##100=E100((##T##) 4)100 
hecato-+et+hrafhofh=E100((##1##) 100)100=E100(##T 坟 )##100 

grand hecaf+o-+ef+hrafhofh=E100(##T#)##100##2 


Monstfer-Gian+=E100( 检 人 基 )^( 霸 1#x 姑 人 天 xz # 什 并 x 闪 1#)100( 共 99 个 zx 中 
=E100((##1##)^(# 人 ##)*100)100 
=-E100(## 人 ##)^(## 人 闪 )#100 


Super Monsfer-Gianf=E100(##1##)( 震 个 #) (六 1 江 x#T 芽 zx. 芽 并 x 江 全 江 )100 
( 共 99 个 "x", 即 100 个 "# 人 江 " 相 科 ) 
=E100((##T##)、(#T#)“(##T##) 100)100 
=E100(##T##) ~( 江 个 #)”(#T##)##100 
+ferprible +fefhrafhofh=E100( 江 个 #)、( 参 1 关 ) >.…( 尖 个 坟 ) (##T#)100( 共 100 个 "#1 关 ") 
=E100((##T##)T100)100 
=E100(##T##) 人 T 坟 100 
deuftero-terprible +e+hrafhofh=E100(##T##)T 才 x(##T 坟 )T##100 
=E100(((##T##) 人 ##) 2)100 
=E100((##T##) 人 坟 ) #2 
+rifo-+errible +e+hrafhofh=E100( 基 人 坟 )T##x( 基 T#)T##x( 江 站 才 ) 介 才 100 
=E100(((##T##) 人 ##) 3)100 
=E100((##T##) 人 者 ) 坟 3 
hecafto-+ferrible +e+hrafhofh=E100((( 才 个 ##) 人 者) 100)100=E100(( 坟 个 ##) 介 江 ) >#100 
+erprible +erprible +e+hrafhofh=E100((## 个 ##) 人 江 ) 人 并 100 
+errible +erprible +errible +fefhra+fho+fh=E100(((#T 坟 ) 人 T##) 人 江 ) 人 并 100 
+errible +errible +ferprible +ferrible +e+hrafhofh=E100((((#T##) 人 江 ) 人 江 )T 考 )T 才 100 
+efhra+hofh ba' al=E100(.…(( 江 个 江 ) 人 坟 ) 人 关 ) 人 参 100( 共 100 个 "人 ,101 个 " 江 ") 
n-eX-+errible +e+fhrafhofh=E100(.…(( 江 个 六)T#).T 戎 )T 江 100( 共 n+1 个 个 全 ,n+2 个 "天 ) 
景 后 ,Greatf and Terrible Tefhrafhofh=E100(.…((#T#) 人 ##)..T##)TT##100 
( 共 +efhrafhofh ba'al 个 "人 TT). 当然, 这 里 杷 #T 江 的 运算 变 成 了 左 结合 拘 . 如 果 这 一 运 社 
是 右 结合 的 , 即 变 成 蚤 TTTn 之 类 的 东西 ,那么 它 抵 变 得 更 大 | 
这 一 扩展 到 此 为 止 .当然 ,大 数 是 永 无 止境 的 .你 可 以 在 Creaf and Terrible 
Te+hrafhof+h 的 后 面 加 上 1 或 是 对 2, 变 成 一 个 更 加 巨大 的 数 .但 是 大 数字 者 并 
不 站 下 一 音 我 们 插 看 到 , 数 阵 表 示 法 是 多 么 强大 , 相 比 之 下 ,这 个 E## 系 统 
就 示 色 多 3 一 一 哪怕 是 Creaf and Terrible Te+hrafhofh ,都 无 法 匹 及 后 面 揭 
东西 . 


其 实 ,刚才 的 乐 西 只 是 热身 运动 而 已 . 


【5 数 阵 时 人 


【511BEAF 


【51131 普通 数 阵 


数 阵 表 示 法 ,由 Jonafhan Bowers 发 明 , 称 作 Bowers Exploding Array 
Funct+ion( 高 称 BEAF), 它 很 更 杂 . 它 看 起 来 很 像 - 个 普通 的 列表 ,如 
A1-(3 昌 5.4,.100} 167 A3-{5 2003 4.17(1)5} 
A4={8.5111 人 A5={3,4(9)(9)(8)(6)(6)(6)(4)(3)(D)(D)(D1 吴 } 
数 阵 中 ,数字 一 琢 用 带 号 或 分 隅 在 "()" 来 分 融 ( 图 括号 内 可 以 是 任何 东西 ). 在 
逢 一 个 非 还 号 的 分 隅 青 之 机 的 部 分 称 作 主 行 , 非 带 旦 的 分 耻 青 之 间 拘 部 分 称 作 
行 .to AT1、A2.，、A4 全 都 是 由 主 行 购 成 的 .A3 中 的 "6.2 341 和 和 "5 都 是 
行 ,而 A5 的 第 一 行为 主 行 "3.4" 另 一 行为 "112 .5 . 
在 数 阵 中 ,数字 工 被 称 作 默认 值 (这 拘 在 后 面 解 四 
数 阵 拘 害 1 个 数 称 作 底 数 ( 如 上 面 五 例 中 红色 数字 ), 通 常用 bb 表示 
壳 2 个 AAA 监 色 数字 ), 通 党 用 
各 数 后 面 串 一 个 不 是 1 工 的 数 称 作 加 驶 员 Ra 黄色 底 纹 的 ; ee 
没 有 驶 员 ). 
在 同一 行内 , 紧 梨 在 驾驶 员 前 面 的 数 称 作 副 本 A2 和 A5 中 曲 绿 
色 底 纹 的 数字 ). 如 果 驾 台 员 是 某 一 行 的 第 1 个 数 ,那么 副 驾 台 不 存在 (如 A3). 副 
驾驶 可 能 是 指数 本 身 ( 如 A1). 
副 驾 怠 前 面 的 所 有 东西 称 作 乘 客 , 如 果 像 A3 那样 没有 副 驾 怠 , 沁 


田 P 么 科 客 就 


舞台 员 前 面 的 所 有 东西 .如 上 俩 中 灰色 底 纹 的 数字 .值得 注意 网 是 ,底数 一 外 
乘客 中 的 一 员 . 

BEAF 揭 计 算 规 则 如 下 控 1、2、，、3 曲 顺序 执行 . 

1. 如 果 指 数 为 1 那么 整个 数 阵 揭 值 为 底数 b 

2. 如 果 没 有 和 驾 台 员 ,那么 整个 数 阵 揭 值 为 bp 

3. 翅 加 驶 员 减 1 翅 副 驾驶 (如 果 有 的 话 ) 变 成 "整个 数 阵 翅 指 数 减 去 1 之 后 的 值 ", 乘 客人 全 都 
变 成 医 数 b. 

我 人 7 用 下 面 拘 例子 来 理解 这 些 东 西 . 

{8.51111=8”5 {8.5.11)=8 ”5 {8.5}=8”5 
{3,2.2.1={(31312 人 1 1=(3.3.11=3” 人 3=27 
{3,2.2}={3{312)1={(3.31=3” 人 3=27 
{3.2121=(3.313112 111=(3.3.311=(313.2.3112 1 全 

={3{3 人 34141311211211=(3(13.3.2 112 1 人 1 

={3{(3{3.2.2 1 全 和 1 1211={(3 人 (4313 14131211 全 工人 11 2 1 全 

={3{(3{3.311 人 11 1 211=(3(13.27 .14111211 全 

={3.3 ”27.211)=..=3 3” .3 ”3( 共 3 ”27 个 "37) 
{3.212})=(3.3{13112)1=(3.3.3 ,1=...=3 3” .3 ”3( 共 3“27 个 "37) 

实际 上 ,一 行 末 尾 的 1 是 不 参与 任何 道 归 的 .因此 ,我 们 可 以 随意 地 增 册 | 行 末 

的 "1( 通 常 我 们 都 省 略 行 末 的 "人 志 不 写 ). 接 着 ,下 面 的 可 式 也 是 成 立 的 . 
{4.3,11(1)2.3,1={(4.3(1)2 3)} 
{4.3(1)12,1(1)3.4}={(4.3(1)12(1)3 4) 
{4.3(1)1111(1)5}={14.3(1)(1)5) 
{4.3(1)101)111(2)110)16)=(4.3(1)(1(2)(1)16)=(4.3(2)(1)16) 
{4,3(2)(2)(3)(2)3)(DG2)3j={4.3(3)(3)(2)3]】 

所 以 , 当 省 略 了 行 末 的 "全 后 ,如 果 两 个 分 隅 中 连 起 来 了 ,并 且 在 "(m)(n) 中 ， 
mxn, 即 左边 分 踢 背 的 可 级 低 于 右边 的 分 踢 背 ,那么 我 们 可 以 杷 在 边 的 (m) 省 略 . 
综 上 所 还 ,如 果 杷 返 号 看 作 分 阳 答 (0), 那 么 分 晶 忠 (mm 实 际 上 分 了 晶 了 各 个 n 维 数 
阵 空 间 (1 维 为 行 ,2 维 为 平面 ,3 维 为 立方 块 ,和 吾 ). 这 一 条 性 质 可 以 表 还 为 : 


其 中 A 和 和 B 昆 任意 数字 序列 . 
现在 ,让 我 们 想 - 下 ,如 何 计算 {4,3(1)2} 呢 ?因为 这 个 数 阵 字 价 于 {4,3,1(1)2} 


{4.3.1.1(1)2} 还 各 价 于 {4.3.111111111(1)2}. 第 1 行 中 的 乘客 到 底 有 多 少 ? 
实际 上 ,由 (m) 分 珊 曲 块 是 - 个 n 维 块 , 它 显 现 曲 和 所 隐 含 的 乘 宫 -起 组 成 - 
个 pn 块 总 共 旧 含 pn 个 数 . 国 此 [4.3(1)2}={4.4.4(DD={4.4 .4} .类似 曲 ， 
(5 .2(5)3}-={5.5(1)5 .5(2)5 .5(1)5 .5(3)5 .5(1)5 .5(2)5 .5(1)5.5(4)5 .5(1)5 .5(2)5 .5(1)5 5 
(3)5 .5(1)5.5(2)5.5(1)5 .5(5)2] 
{4,2(4)(4)(3)j(2)J(2)j(2)J(2)(2)5.3,213}={(4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(3)4.4(1)4.4(2)4.4(1) 
4.4(4)4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(3)4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(4)4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(3)4 .4 
(1)4.4(2)4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(2)4.4(1)4.4(2)4.3,213)} 
继而 我 们 发 现 BEAF 与 其 它 记 号 则 一 些 数值 关系 ,如 下 . 


现在 ,我 们 列 出 一 些 经 自 则 数字 . 
decker={10,10,2}=10TT10=E1#10=dekalogue 
giggol={(10,100,2)}=10fTT100=E1#100=hectalogue 
giggolplex={10.,giggol,2}=10TT101TT100=E1#100##2 
giggolduplex={10.giggolplex,2}=10TT10TT101TT100=E1#100##3 
gaggol={(10,100,3j=10TTT100=E1#1#100=hecta-feraksys 
gaggolplex={10.,gaggol,3}=101TTT10TTT100=E1#1#100#2 
gaggolduplex={10.,gaggolplex,3}=101TTT10TTT1oTTT100=E1#1#100##3 
geegol={10,100,4}=101TTTT100=E1#1#1##100=hec+a-pef+aksys 
geegolplex={10.,geegol,4}=101TTTT10TTTT100=E1#1#1#100##2 
gigol={10,100.5}=101TTTTT100=E1#1##1##1#100=hecfa-exaksys 
gigolplex={10.,gigol.5}=101TTTTT10TTTTT100=E1#1#1#1#100#2 
goggol={10,100,6}=101e100=E1#1#1#1#1##100=hecfta-ep+aksys 
goggolplex={10,goggol,6}=101e101"100=E1##1#1#1##1##100#2 
gagol={10,100,7}=101“100=E1#1#1#1#1#1##100=hecfa-octaksys 
gagolplex={10,gagol,7}=101“1017100=E1#1#1##1##1#1##100##2 
boogol={10,10,100}=101 “10=10 一 10 一 100, 比 gugold 小 . 
boogolplex={10,10,boogojj=10 一 10 一 (10 一 10 一 100), 比 gugold 大 . 


boogolduplex={10,10,boogolplexj}=10 一 10 一 (10 一 10 一 (10 一 10 一 100)) 
boogol+riplex={10,10,boogolduplex}=10 一 10 一 (10 一 10 一 (10 一 10 一 (10 一 10 一 100))) 
注意 , 葛 立 恒 的 G(1)={(3.3.4} 介 于 {3,212}={(3.3 (3112)1={(3.3,3} 和 {3.3,12}={3.3， 
{3,3,3)} 之 间 , 而 且 C(n+r1)={3,3,C(n)} ,所 以 草 立 恒 数 6(64) 介 于 {3,.65,12} 和 (3.66,12} 
之 间 .Xkcd 则 小 于 {3.67 .1.2}. 

corporal={10,100,12}, 比 Xkcd 大 . 

corporalplex={10,corporal,12} 

biggol={10,10,100,2} 

biggolplex={10,10,biggol,2】} 

baggol={10,10,100 ,3) 

baggolplex={10,10,baggol,3】} 

beegol={10,10,100 .4} 

beegolplex={10,10,beegol,4} 

bigol={10,10,100.5} 

boggol={10,10,100.6)} 

bagol={10,10,100,7} 

+roogo|l={10,10,10,100)} 

+froogolplex={10,10,10 ,froogol} 

+riggol={t10,10,10,100,2】} 

triggolplex={10,10,10 ,friggol,2】} 

+raggol={10,10,10,100,3) 

+fraggolplex={10,10,10,+raggol,3} 

tfreegol={10,10,10,100,4} 

trigol={10,10,10,100 .5} 

+roggol={(10,10,10,100 .6)} 

+ragol={10,10,10,100,7)} 

quadriggol={10,10,10,10,100.,2)} 
quadriggolplex={10,10,10,10,quadriggol2} 
quadraggol={(10,10,10,10,100,3) 

quadreegol={(10,10,10,10,100 4)} 

quadrigol={(10,10,10,10,100 .5) 

quadroggol={10,10,10,10,100.6} 

quadragol={10,10,10,10,100 .7)} 

quinfiggol={10,10,10,10,10,100,2)} 

quintaggol={10,10,10,10,10,100 3) 


quinteegol={10,10,10,10,10,100,4) 
quinfigol={10,10,10,10,10,100 .5)} 
Sext+oogo|l={t10,10,10,10,10,10,100)} 
sept+oogol={10,10,10,10,10,10,10,100)} 
octoogol={10,10,10,10,10,10,10,10,100} 

下 面 是 男 一 个 系列 . 
+ri+ri={3,3,3}=31TTT3=31T31T3=31T(3 3 人 3)=31T(3 “27)=31TT7625597484987. 这 个 
数 在 其 它 表 示 法 中 也 占有 - 席 之 地 ,如 frifri=3 一 3 一 3=3 一 22=E(3)1##1#1#2 
=E(3)]##1##3={3,2,12}={3,.3(1)2}={3,2.2(1)2). 
+prife+={4.4.4}=411TTT4=4 一 4 一 4=4 一 22=E(4)1##1##1#4 
tripenf+={5.5.5}=511TTTT5=5 一 5 一 5=5 一 22=E(5)1##1##1#1#5 
+risepf={7,7.7}=717=7 一 7 一 7=7 一 ?2=E(7)1##1#1#1#1#1##7 
+ridecal={10,10,10}=10f 人 10=10 一 10 一 10=10 一 2>2 
grand +ridecal={10,10,10,2)>10 一 10 一 9 一 11>10 一 2>3 
+e+raf+pri={(3.3.3 .3}={(3.2112} 

Superfef+={4,4.4,.4}={(4.2112} 

general={10,10,10,10}={(10.2 ,112} 
generalplex={10,10,10,generalj={(10.3 ,112} 
penf+atfri={3,3,3,3,3}=(3.2 1112】} 
Superpent={5.5.5.5.5)={5.2,1112} 
penfadical={t10,10,10,10,10}={10.2 .1112} 
pentfadicalplex={10,10,10,10,pentadicalJj=t10.3 .112) 
hexatfri=(3,3,3.3,3.3}=(3.211112} 

Superhexz=(6.6.6.6.6.60j={6 24141112】} 

hexadecal={10,10,10 1010,10}={10.211112)} 
hexadecalplex={10,10,10,10,10,hexadecalj=(10.3 11112)} 
heptafri={(3,3,3,3,3,3,3}={(3.2 .14141112} 
Supersepf={t7,7,77777JzLZ7()2) 
superocf={t8,8.8.8.8.8.8.8)}={(8.8(1)2】} 
superennz={t9.,9,9.9.9.9.9.9.9j={(98.9(1)2} 
heptadecal={(10,10,10,10,10,10,10}=(L10.2 .14111412)} 
octadecal={10,10,10,10,10 .10 ,10 ,10}={10.8(1)2} 
ennadecal={10,10,10 10,10 10,10 10 ,10)j={110.9(1)2)} 
superdecal=(10,10,10,10,10,10,10,10,10,10}={(L10,10(12 外 也 ou iteral 
Ul+atri={3.3,3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3,3}={3,27(1)2)} 


n(k) 函 数 相 当 于 具有 {3,k(1)2} 的 增长 率 . 下 面 是 - 些 二 维 数 阵 所 表示 的 数 . 
首先 是 " 提 100" 系列 . 
duperf+ri=(3 trifri(1)2}=(3.3,2(12} 
duperdecal={10,i+eral(12}={10.3,2(12) 也 上 叫 计 eralplex 
t+ruperdecal={t10,duperdecal(1)2)={10.4,2(1)2)} 
quadruperdecal={10 ,fruperdecal(1)2j}={(10.5.2(12} 
lafpri={3,3,3(1)2}={3,duperf+ri,2(1)2}, 想 蜂 一 下 ,如 果 顺 着 n-per+ri={(3,n,2(1)2} 的 序列 
增长 ,我 们 要 第 duperfri-1 项 才能 到 达 这 个 lafni. 
相应 的 "100" 系列 . 
goobol={(10,100(1)2】} 
goobolplex={(10.,goobol(1)2} 
gibbol={(10,100,2(1)2) 
gabbol={10,100,3(1)2】} 
geebol={10,100,4(1)2】} 
gibol={(10,100,5(1)2) 
gobbol={(10,100.,6(1)2)} 
gabol={10,100,7(12} 
boobol={10,10,100(1)2)} 
bibbol={10,10,100.,2(1)2} 
babbol={10,10,100 .3(1)2】} 
beebol={10.,10,100 .4(1)2} 
bibol={10,10,100 .5(1)2)} 
bobbol={10,10,100.6(1)2} 
babol={10,10,100 ,7(1)2)} 
+roobol={10.,10,10,100(1)2} 
+ribbol={10,10,10,100.2(1)2} 
+rabbol={10,10,10,100.3(1)2} 
quadroobol={10,10,10,10,100(1)2} 
quadribbol={10,10,10,10,100,2(1)2) 
quadrabbol={10,10,10,10,100,3(12} 
quintfoobol={10,10,10,10,10,100(1)2} 
gootrol={10,100(1)3)} 
boof+rol={10,10,100(1)3)} 
+roo+rol={10.,10,10,100(1)3) 
quadroofrol={10,10,10,10,100(13)} 


gooquadrol={(10,100(1)4} 
booquadrol={10,10,100(1)4} 
然后 沉 2 行 出 现 了 壳 2 个 数字 .如 
emperal={10,10(1)10} 
emperalplex={10,10(1)emperal} 
gosso|l={(10,10(1)100)} 
gossolplex={10,10(1)gossol} 
gissol={10,10(1)100.,2} 
gissolplex={10,10(1)gissol.2) 
gassol={10,10(1)100,3】} 
gassolplex={(10,10(1)gassol,3】} 
geesol={10,10(1)100 ,4)} 
geeso|lplex={10,10(1)geesol,4} 
guSssol={10,10(1)100.5)} 
guSssolplex={10,10(1)gussol.5) 
hyperal={(10,10(110,10)} 

接 下 来 ,第 2 行 逐 渐 补 填充. 
mossol={10,10(1)10 ,100} 
mossolplex={10,10(1)10,mossol} 
misso|l={10,10(1)10 100 2)} 
massol={10,10(1)10,100 3} 
meesol={10,10(1)10 ,100 4} 
mussol={10,10(1)10 100 5)} 
bossol={10.,10(1)10,10 ,100)} 
bissol={10,10(1)10 .10 ,100 2)} 
bassol={10,10(1)10,10 100 3) 
beesol={10,10(1)10,10 ,100 4} 
bussol={10,10(1)10 ,10 ,100 5) 
+rossol={10,10(1)10 10,10 ,100} 
+rissol={10,10(1)10 1010 100 .2} 
+rassol={10,10(1)10 .10 ,10 100 3) 
+freesol={10.,10(1)10,10,10 ,100 4} 
+frussol={10,10(1)10 10.10 100 5)} 
quadrossol={10,10(1)10,10,10,10,100} 
quin+ossol={(10,10(1)10,10,10,10,10,100} 


然后 我 人 开始 进入 第 3 行 . 

di+eral={10,10,10,10 .10 ,10,10 ,10 ,10,10(1)10 10 .10 ,10 10 1010 .10 10 10} 
={10,10(1)(1)2} 

diferalplex={t1o0,diferal(1)(1)2jJ=t10.3,2(1(1)2) 

dubol={10,100(1)(1)2)} 

dut+rol={10,100(1)(1)3} 

duquadrol={10,100(1)(1)4) 

admiral={10,10(1)(1)10)} 

dossol={10.,10(1)(1)100)} 

dossolplex={10,10(1)(1)dossol)} 

dutrif+ri={(3,3,3(1)3,3,3(1)3,3,3}={3,3(1)(1)(1)2)}=(13,3(2)2)} 

dut+ridecal={10,10,10(1)10,10 ,10(1)10.10 ,10}={10.3(1)(1)(1)2)}={10 .3(2)2)} 

接 下 来 ,我 们 会 进入 高 维 数 阵 空 间 . 
xappol={(10,10,10,10,10,10,10,10,10,10(110,10,10,10,10,10,10,10,10,10(1U10,10,10,10 
,10.10 10,10,10,10(1)10,10,10,10,10 10,10 10,10,10(1)10,10,10 ,10 10 10 ,10 10 ,10 10 
(1)10,10,10,10 ,10 ,10 ,1010 10,10(1)10,10,10,10,10.10 ,10 ,10,10,10(1)10,10,10 10 10 ,10 
,10,10,10,10(1)10 1010 .10101010 ,10,10 ,10(110,10 .1010 1010 10,10 .10 .10} 
={10,10(1)(1(1D(DGU(TD(GD(U(D(UD2}=({10,10(2)2} 注意 它 比 dufridecal 大 多 少 | 
go0Xxo|l={10,100(2)2},Sbiis Saibian 在 这 里 插 了 一 暑 , 这 个 数 与 gridgahlah 的 大 小 相当. 
xappolplex={t10,xappol(2)2j=(10.3,2(2)2】} 
grand xappol={t10,10,10,10,10,10,10,10,10,10(110,10,10,10,10,10,10,10,10,10(1)10， 
10,10,10.,10,10,10,10 .10 ,10(1)10 10 .10 ,10 .10 ,10,10 .10 ,10,10(1)10,10,10,10.10,10 10 1 
0.,10 .10(1)10,10 10.10,10,10 10,10,10 ,10(1)10 10 1010 1010 10 1010 .10(1)10,10 .10 1 
0.,10 .10 10,10 10 ,10(1)10,10 1010,10 10,10,10 10 ,10(1)10 .10 10 ,10 10 10,10,10 10 10 
(2)2}={10,10(2)3)} 
dimentri={3,3,3(1)3,3,3(1)3,3,3(2)3,3,3(1)3,3,3(1)3,3,3(2)3,3,3(1)3,3,3(1)3 .3.3)} 

={3,.3(2 儿 2 儿 2)2】 

={3.3(3)2】 
colosso|l={10,10(3)2)} ,dimenf+ri 和 colosso|l 的 关系 正如 dufprifri 和 Xappol 的 关系 . 
coloxxol={10,100(3)2} 大约 有 kubikahlah 那么 大 . 
colossolplex={10,colossol(3)2j)=(L10.3,2(3)2】} 
+ferossol={(10,10(4)2)} 
+eroxxol={10,100(4)2}, 大 约 有 quarf+i+rigahlah 那么 大 . 
terossolplex=(10,ferossol(4)2j={10.3,2(4)2)} 
pet+ossol=(10,10(5)2)} 


pe+oxxol={10,100(5)2)}, 大 约 有 quinf+icahlah 那么 大 . 
pet+ossolplex={10,petfossol(5)2}={10,3,2(5)2} 
ec+ossol={10,10(6)2)} 
ecf+ossolplex={10,ecfossol(6)2j={(10,3,2(6)2)} 
zet+ossol={10,10(7)2} 
Zet+tt+osolplex={t10,zet+ossol(7)2j=(L10.3,2(07Z)2} 
yoftt+ossol={t10,10(8)2)} 
yotf+ossolplex={t10,yot+ossol(8)2j={10.3,2(08)2)} 
Xxehnnossol={10,10(9)2} 
Xennossolplex={10,xennossol(9)2}=(10.3,2(9)2】} 
dimendecal={10,10(10)2) 它 相当 于 -个 10x10x10x10x10x10x10x10x10x10 规格 的 由 
10 组 成 的 数 阵 . 
gongulus={10,10(100)2} 
gongulusplex={10,10(gongulus)2} 
gongulusduplex={10,10(gongulusplex)2】} 
gongulusfriplex={10,10(gongulusduplex)2} 
实际 上 我 们 在 下 一 小 节 中 会 走 得 更 远 .不 过 现在 我 们 暂且 翅 大 数 之 路 暂 
停 一 下 ,来 谈 - 谈 Jonafhan Bowers 用 "人 "来 表示 的 莫 子 .他 用 atcjb 表示 从 科 
方 开始 的 超 运 算 和 定义 如 下 ! 
1.a{c}1=a 
2.af1}b=ae 
3.afcjb=afc-1}(afc}(b-1)), 其 中 b>1c>1 
也 就 是 说 ,atcjb={a,b,c). 接 下 来 ,我 们 看 下 面 的 东西 : 
af{1}b=afaf..afaja.}aja( 人 中间 到 右边 共 b 个 "a'", 即 有 b-1 对 花 括号 ) 
attc+1 用 Pb=attcjattc 和 attcyyattcyja)) 共 bb 个 aa 1) 
af{t 人 fb=at{tat{al(ayja ayja( 人 中间 到 右边 共 b 个 "Qa" , 即 有 2(b-1) 对 巷 括 号 ) 
att(tcr 了 用 P=attcattc attcattcyya))) 共 Pb 个 aa) 
at{{1)}P=al(tftalaltayyya aa( 从 中 间 到 在 边 共 b 个 "Qa" , 即 有 3(b-1 对 花 括 号 ) 
atttcr1 有 Pb=atttc 有 attttc 有 有 Catttc 有 Gattttcyja))) 共 P 个 “aa) 
以 此 类 推 ,不 难 证 明 ,af{.{{cy}.)}b( 共 d 寺 bl12= at 
花 括 旦 ) 灾 际 上 和 李 于 {fabc,d)}. 
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接 下 来 ,{abc,de} 可 以 表示 成 右 图 的 形式 . fabcdej= atf(f 
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而 6 个 参数 的 {abc,def7 个 参数 网 {a,b,c,defg} 和 和 8 个 和 参数 掏 
{fab,c,dieif,g, 上 分 别 可 以 表示 成 下 图 赐 形 式 . 
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说 明 一 下 ,第 5 与 个 参数 e 以 C 上 下 证 fabcdefgh} = 
的 e-1 对 方 括 旺 表 寺 
e-1 对 方 插 己 修 ， Le av 

上 一 全 一 

谊 6 个 参数 咎 以 下-1 个 ; h-1 
三 三 三 亏 

圆 环 的 形式 体现 ， 一 
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昨 7 个 参数 g 以 9g-1 对 
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">(" 再 号 体现 ， 
蚌 8 个 参数 hh 以 h-1 对 
b w/dfjs 
纸 面 外 拘 括 旺 表 示 . 
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Jonaf+han Bowers 对 和 莫 立 恒 数 进行 了 扩展 .这 可 比 Aarex 网 扩展 要 强 多 
首先 ,他 给 出 男 一 个 函数 :以 bb 为 底数 网 6G(n)={fbb nm, 高 写 为 Cn. 这 个 6 其 
以 一 会 凡是 邹 数 ,一 会 凡是 数 .单独 一 个 C=b, 而 ER 当 @ 序 列 
的 末尾 是 6 的 时 候 , 就 她 G 变 成 底数 b. 这 样 , 章 立 恒 数 就 于 66CCC6C6C6C666G 
GCC66666666666666666666666666666666666666666666666 
GCCC4 ,其 中 底数 为 3. 他 又 把 连 写 的 6 看 作 G 的 乘法 (正如 E## 系 统 中 连 写 的 
## 被 看 作 ## 的 乘法 一 样 ), 这 样 66=62666666=G69 划 立 恒 数 则 小 于 699 其 中 
底数 为 3. 既然 GE 可 以 进行 乘法 、 乘 方 ,那么 它 就 可 以 继续 进行 运 划 .如 {fC,C.G} 
之 类 的 东西 .底数 为 3 时 ， 
{C.6.G6}={6,3,3}( 注 意 , 不 是 {T3,3,3} 或 者 {3,G6,G} 之 类 网 东 西 , 只 有 下 一 步 用 到 3 了 递归, 才 
她 G 变 成 医 数 )={C 人 2.3)2)=(CL1C.C2)2)} 
={6{6.3.212}={6{6{6.2 211.2}={6{1616.6 2}={616.62 2} 
={6{6.63 人 2}={6{16.666})2}={6{6.663}.2}={616.6(6(3)) 2)} 
={G 人 GCCG(trifri)) 2)}=. 
现在 ,让 我 们 回 到 大 数 之 路 的 正题 上 来 ,- 起 看 看 下 一 小 节 的 大 数 风 系 . 


【51231Q 


BEAF 中 的 (n) 表 示 了 规 赂 为 p" 的 数 阵 块 之 间 的 分 隅 ,可 是 侧 (10,2,4) 这 样 
的 分 隅 符 到 和 人 多 项 式 中 的 间 数 项 .这 个 
多 项 式 的 各 项 由 括号 分 了 遇 符 中 的 各 项 来 友 征 .如 (1.0,2.4) 就 吉 下 坑 牺 为 
p^(4p-+2p2+1) 的 数 阵 块 之 间 揭 分 曲 . 而 (ao,alaz,Qnian) 则 表示 规格 为 
p^(anp"+anip" +..+azp+atp+ao) 的 数 阵 块 之 间 曲 分 曲 . 例 如 ， 

{4,3(12,2)3}={ 由 4 购 成 的 规格 为 3^(3“x2+3 x2+35x1) 的 数 阵 块 (1.2,2)2]} 

你 是 否 帝 得 "由 昌黎 成 的 规格 为 A 的 数 阵 块 " 这 名 和 话 很 长 很 难听 ?这 就 对 了 . 
于 是 我 们 需要 一 个 符号 去 表示 这 样 的 表述 一 一 A&b. 这 里 ,A 可 以 是 一 个 数 (这 
样 的 AQ&b 表示 了 一 个 线性 的 一 行 数 阵 ), 可 以 是 m+n+q+tP 这 样 的 加 法 (这 样 揭 
AQ&b 表示 了 一 个 多 行 数 阵 ), 可 以 是 mxnxqxr 这 样 的 乘积 (这 样 的 A&b 表示 3 
一 个 多 维 数 阵 ), 也 可 以 是 mm 这 样 的 乘 方 (这 样 的 AR&b 表示 了 -个 hn 维 方 阵 , 且 
每 个 方向 都 有 m 个 数 ), 各 各 .例如 

3&3={(3,3,3j=+rifri,4&3={(3,3,3,3j=+etfrafri,44&4=(4.4.4.4}=supertet， 


3&5={5.5.5)=+fripentf,3&7=(7,7 ,7trisep+,34&10={(10,10,10}=+ridecal， 
543={3,3,3,3,3j=pentafri,5&5={(5.5.5.5.5)=superpent,6&3={(3,3,3,3,3,3}=hexaftri， 
06&6=(6.6.6.6.6.6}=superhex,7&3=(3,3,3,3,3,3,3}=heptaftri， 
7&7z=(7.7.7.7.7.7.7}=supersep+,8&8={(8.8.8.8.8.8.8}=superoc+， 
9&9={9,9.9.9.9.9,9.9.9}=superenn,10&10=(10,10,10,10,10,10,10,10,10,10}=iferal， 
27&3={3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3.3,3,3,3}=ul+af+ni， 
2+1&10={10,10(1)10}=emperal， 
2“&10=2x2&10=2+2&10={10,10(1)10,10}=hyperal， 
10x2&10={10,10.10 10,10,10 10 10,10,10(1)10,10 ,10 10,10 10 10,10,10 ,10}=di+eral， 
3“&3=3x3&3=3+3+3&3={3.3 .3(1)3,3,3(1)3 ,3,3}=dutri+ri， 
3“&10=3x3&10=3+3+3&10={10 .10 ,10(1)10 10 10(1)10 .10 ,10}=dutridecal， 
10“&10=10x10&10={10 10 10 .10 ,10 10 .10 10 10 ,10(1)10 10 ,10,10 10 .10 .10 10 ,10 ,10(1) 
10.,10 10.,10,10,10 ,10 10,10 ,10(1)10 10 ,10 ,10 ,10,10 ,10 ,10 .10 ,10(1)10 .10.10 10,10 ,10， 
10.,10.,10,10(1)10,10 1010 10 ,10 ,10 ,10 ,10,10(1)10,10,10 10 1010 ,10,10,10,10(1)10 ,10， 
10.,10.,10 ,10,10 .10,10,10(1)10 .10 10 ,10 ,10 .10 ,10 ,10 10 .10(1)10 .10101010 ,10 1010， 
10,10}=xappol， 
33&3=3x3x3&3={3 3.3(1)3,3,3(1)3,3 ,3(2)3,3,3(1)3 ,3,3(1)3,3,3(2)3,3 ,3(1)3 ,3 ,3(1)3， 
3 3j=dimentri( 注 意 , 昌 然 33=27, 但 是 33&3z27&3),10 5“&10=dimendecal 
注音 ,& 具 有 对 在 边 拘 式 子 "保持 不 计算 "的 属性 .而 且 昌 然 加 法 和 乘法 都 具 
有 交 损 律 和 结合 律 ， 人 这 样 的 运 介 律 不 能 用 .我 人 能 用 的 只 有 征 义 (内 
下 【113 了 了 ), 而 这 文 样 的 是 义 只 能 肖 归 到 J 加 法 为 止 . 试 对 比 : 
543={(3,3,3.3 3)} et 3+2Q&3={3,3,3(1)3 3)} 
4+1&3={(3,3,3.3(1)3】} 2+2+1&3={(3,.3(1)3 ,3(1)3} 2+l+24&3={3,.3(1)3(1)3 ,3} 
2+l+1+1&3={3,3(1)3(1)3(1)3】 (2+1)+(1+1)&3={(3,3(1)3(2)3(1)3} 
2+(1+(1+1))&3={3,3(3)3(2)3(1)3)} 2+l+(1+1)&3={3,3(2)3(2)3(1)3】} 
2x3Q&3=2+2+2Q&3={3,3(1)3.3(1)3 3) 3x2Q&3=3+3&3={(3.3.3(1)3 .3 3】 
于 是 ,我 人 ?可 以 翅 普 通 数 阵 和 区 的 规则 (第 3 条 规则 ) 写 成 
3. 杷 驾驶 员 减 1, 翅 副 避 台 ( 如 果 有 鬼话) 变 成 "整个 数 阵地 指数 减 去 1 之 后 网 值 ;乘客 中 由 
(m) 分 下 网 区 块 变 成 p"&b, 由 返 号 分 蜗 的 乘 宕 变 成 b. 
关于 & 本 身 , 我 们 还 有 这 样 的 结论 (注意 ,人 有 " 托 接 "的 改 性 ): 
"pme&b = pn&b(n)p ~n&b(n) .pn&b(n)p ne&b ( 共 p 个 "pn&b”) 
至 于 & 揭 " 托 接 "属性 可 以 看 看 下 面 的 例子 : 
3`3&4={3^2&4(2)3 “2&4(2)3 “2&4} 
={3 “1&4(1)3 “1&4(1)3 “1&4(2)3 14&4(1)3 “1&4(1)3 “1&4(2)3 >“1&4(1)3 >“1&4(1)3 “1&4) 


(注音 ,不 是 {{3^1&4(1)3 “1&4(1)3 “1&4} 
(2){(3 “1&4(1)3 “1&4(1)3 “1&4} 
(2){(3 “1&4(1)3 “1&4(1)3 “1&4 人 全) 
={3&4(1)3&4(1)3&4(2)3&4(1)3&4(1)3&4(2)3&4(1)3&4(1)3&4} 
={4.4.4(1)4.4.4(1)4.4.4(2)4.4.4(1)4.4.4(1)4.4.4(2)4.4.4(1)4.4.4(1)4.4 .4}( 注 意 ,不 
长 4.4.4 人 4.4.411H44.4121444 人 44.4)00L4.4.4)0214.4.4114.4.4 作 14 ,4， 
OU 
这 里 主 行 只 有 工人 个 数 ,那么 p 为 默认 但 1 于 是 这 个 数 阵 揭 值 为 b, 即 +rife+. 这 是 错误 的 ) 
现在 ,我 人 可 以 得 出 下 面 的 小 结论 ,以 便 理 角 高 级 数 阵 与 & 的 关系 . 
运 号 分 四 由 日 物 成 的 规格 为 1 的 数 

( 划 ) 分 隅 由 日 购 成 的 规 赂 为 p 的 行 ( 即 p&b) 

(2) 分 隅 由 b 由 成 的 规格 为 pxp 的 平面 ( 即 P “2&b) 

(3) 分 隅 由 b 由 成 的 规格 为 pxpxp 的 立方 块 ( 即 P “3&b) 

(4) 分 珊 由 b 由 成 的 规格 为 p^4 的 四 维 数 阵 块 ( 即 p^4&b) 

(m) 分 栅 由 昌 购 成 的 规 赂 为 pn 的 n 维 数 阵 块 ( 即 p~n&b) 


(0.1) 分 融 p~p&b (1 全 分 副 P “~(p+1)&b (2, 切 分 昌 p~(p+2)&b 
(3,1) 分 蜗 pP “~(p+3)&b (n,1 分 蜗 pP~(p+n)&b (0.2) 分 栅 p~(px2)&b 
(n,2) 分 栅 pP“(px2+n)&b (0.3) 分 机 p “~(px3)&b 

(m,m) 分 昌 pP~(pxn+m)&b (0.01) 分 曲 p“p“2&b 

(1.0,1 们 分 遇 p“(p “2+1)&b (n.0,1 分 隅 p“(p“2+n)&b 

(nm,1) 分 蜗 p ~“(p“2+pxm+n)&b (nm,q) 分 蝇 p“(p “2xq+pxm+n)&b 


(0.0.0.1) 分 栅 pp>“3&b 
(ao ,alaz，.,an1anm) 分 隅 p^(p"xanrp" xani+..+pcxaz+pxai+ao)&b 


以 下 是 水 及 到 噩 级 数 阵 拘 数字 . 
dulatri={3,3(0.2)2}={37&3(0.2)1}=333&3=33x33&3 
={33x3“&3(2.1)33x3“&3(2 .1)33x3“&3} 
={33x3&3(1.1)33x3&3(11)33x3&3 
(2 .1)33x3&3(11)33x3&3(11)33x3&3 
(2.1)33x3&3(1.1)33x3&3(11)33x3&3} 
={33&3(0 1)33&3(0.1)33&3(1.1)33&3(0.1)33&3(0.1)33&3(11)33&3(0 .1)33&3(0 
1)35&3(2 1)33&3(0.1)33&3(0.1)33&3(1.1)33&3(0.1)33&3(0 .1)335&3(1.1)33&3(0 
1)33&3(0.1)335&3(2 .1)33&3(0.1)33&3(0.1)338&3(11)33&3(0.1)35&3(0.1)33&3(1 
1)33&3(0.1)33&3(0.1)33&3}. 用 下 面 - 张 图 说 明 dulafri 风 数 阵 展 开 后 (未 计算 ) 
是 什么 样 的 .黄色 表示 33&3 红色 表示 337“&3( 见 下 页 右上 驴 ) 


如 果 我 人 要 计算 dulafri ,我们 会 得 到 


{3,3,3(1)3,3 ,3.….(0.10)3 ,3 …} 
={3.a2(1)3,3 .3.….(0.1)3,3 …} 
(其 中 a 为 {3.2.3(1)3,3 ,3.….(0.1)3 .3 …} 的 数值 ) 


=.….( 现 在 假设 我 们 把 第 1 个 " 黄 数 阵 "内 的 东西 算出 ) 
={3.d(0.1)3 .3 …} 

={dd&3(0.1)2 3 

(注音 ,现在 的 指数 已 不 是 3, 而 是 很 大 的 dl) 
gingulus={10,100(0,2)2}=100 5 &10 , 它 提 数 阵 由 
10 个 "10" 购 成 ,但 是 它 赐 数值 大 小 远 远 不 如 +rilafri， 
+rila+ri={3,.3(0.3)2}={373&3(0 .3)1}=373&3 
={337&3(0.2)33“&3(0.2)338&3(1.2)37“&3(0.2)3328&3(0.2)37&3(1.2)33&3(0.2) 
37“&3(0.2)37&3(2.2)37&3(0.2)338&3(0.2)378&3(12)37&3(0.2)37“&3(0.2) 
37“&3(12)37“ 4&3(0.2)37&3(0.2)3378&3(2.2)37 8&3(0.2)37 43(0.2)37“&3(1.2) 
37“&3(0.2)332&3(0.2)372&3(1.2)332&3(0.2)3328&3(0.2)372&3(2.2)} 如果 翅 它 全 
部 展开 (还 没 开始 计算 ), 可 由 下 下 图 .其 中 ,黄色 表示 33&3, 红 色 表 示 37“&3 绿色 表示 


3 一 &3. 风 


4 外 aa 
RD 
过 了 
罗 p- 区 


LA) 


忆 
OCT 


DLR 
如 


LDCOLO 帮 全 但 志 
Se e 本 司 司 际 上 


《NU 
和 

th) 
Se 
人 
起 ) 


玫 人 上 

《UL 
7 了 
eu 何人 人 汀 避 4 和 


届 CU 
有 
。 


LOLUL 


而 ， 
CU 
DUO 
] 

[ 
忆 
o 


心 三 
计 和 “ 
《上 VCU(LO《 CU 0) ， CC 


LN) 
LA 


人 


| 全 
【Ps 
机 站 


光 
了 。 
( 司 (Q (AU 
二 忆 RS 遇 


JJ 
5 
FA 、 
(可 tb 
国人 的 让 
(AHai 


，、 

ye 
局 ) ww 

1 
人) 由 罗 To 
Oo 
和 信用 

pp 


于 


th 


We 凡 ) 
TOO 1 
erY Ce 
于 


LULOLD 本 
LULOLOJ 2 
| 
硬 忆 ) 

办 填 访 

本 7 


砚 ， 
LU 
全 2 
于 0 | 


号 [生生 人 
项 , 0) 


和 
必 人 er 


WOCOXO JU 
有 


SS 
”ww 

(NO 
COku 


OA 
湖 


人 人、 全 攻 玫 人 
- 有 LU 
RN 


A) 
LA 
0 
LRC 
有 RN- 
《JJ 人 
| 


th 
人 


二 人 


人) ， 和 

0C00 抽 
7 放 计 
生机 


) “人 六 让 AAA 
0 人 


| 
Oo 上 


员 页， 


) 
CLOCKCOOL COCOCOE 


Ji 


三 用 村 万 全 


gangulus={10,100(0,3)2}=1001?005&10 

geengulus={10,100(0,4)2}=100" &10 

gowngulus={10,100(0.5)2}=100 "2&10 

gungulus={10,100(0,6)2}=100 5 &10 

bongulus={10,100(0.0,1)2}=100^1002&10 

bingulus={10,100(0.0,2)2}=100^(1002x2)&10 

bangulus={10,100(0.0,3)2}=100^(100:x3)&10 

beengulus={10,100(0.0,4)2}=100^(100x4)&10 

+riment+ri={3,3(0.0.0,1)2}=3^3^3&3 

+trongulus={10,100(0.0.0,1)2}=100^100^3&10 

quadrongulus={10,100(0.0.0.0,1)2}=100^100^4&10 

goplexulus={10,100(0.0,.0.0,1)2}( 共 100 个 "0")=100^100^100&10 

我 们 在 用 数 阵 表示 各 个 规格 为 100^100^100 的 数 阵 块 之 间 曲 分 隅 中 时 巡 

到 了 了 困难. 其实, 下面 的 分 焉 青 可 以 帮助 我 们 解决 这 一 问题 .以 下 我 人 用 表示 
一 个 关于 的 多 项 式 , 用 QQ 表示 已 各 项 弗 系 数 .如 P=p“x3+px2+4, 相 应 


Qz='"4.2 3" 车. 
(Q) 分 珊 由 bb 几 成 的 规格 为 p”"P 的 数 阵 块 ( 即 p ~“P&b) 
((1)1D 分 珊 P~p “~p&b (Q(D 世 分 珊 P (P'+P)&b 
((1)2) 分 机 pP “~(pfx2)&b (Q(UDn) 分 栅 p“(pFxn+P)&b 
(Q(DO, 巧 分量 P“(P"xp+P)&b (Q(UDn 了 分 珊 P (prx(p+m)+P)&b 
(Q(Dnm) 分 珊 P^(pPx(pxm+rmrP)&b (Q(1)0.0.10) 分 蚂 pP^(pPxp“+P)&b 
(Qi(1D)Qa) 分 珊 P^(pPxPz+Pl)&b ((1)(D)1) 分 两 p“(pP” )&b 


(Qo(l)Qi(D)Qa) 分 曲 P“(PP xzQazrpFxQirQo)&b 
(Qo(Qai(1) .QQ 分 珊 p^(pPxPn+rpPxn yxPh i++ppxPi+Po)&b 


((2)1) 分 两 pP"(PF“)&b ((2)Q) 分 曲 P^(P8“xP)&b 
((2)Qo(DQi(1D)Qa) 分 珊 pP^(PF “mxParpF“PxPi+pP“xPo)&b 

((2)(2)Q) 分 珊 p^(PF “xpP)&b ((2)(2)(2)(2)Q) 分 现 p^(PP “xP)&b 
((3)D 分 页 P"(pP 3)6b ((3)(3)Q) 分 邑 p^(pP 3 expP)&b 
((n)Q) 分 了 曲 p“(PF "xP)&b ((0.1)1) 分 曲 p~pP F&b 

((n.DQ) 分 曲 P^(pP wxP)&b ((QiQa) 分 晤 P^(pP8 “xpPz)&b 


(((1)1)1) 分 曲 p^pP p P&b( 这 意味 着 pTT5&b) 

(((QHQa)Qa) 分 隅 PP P (P P FrxfzjxFs)Cb 
((((1D)1)1D1) 分 申 P “PP PP PP&b( 这 意味 着 pTT7&b) 
(QQaz)Qa)Qa) 分 师 P (PP (PP (PP PixPz)xPs)xP4)&b 


入 入 入 入 入 入 


(((((D)D1D1D1) 分 贤 p^pp pp pppP&b( 这 总 味 着 pTT9&b) 

想 尾 接 下 来 的 就 是 pTTp&b 甚 于 是 pTTP&Ab(P 表示 关于 p 的 多 项 式 殉 者 和 
方 函数 ,如 P=pPp PPP 3xp2+po+p^x5+px3+px2+3)3 , 它 称 作 四 级 数 阵 ( 与 p 的 第 
四 级 运 看 由 对 应 ). 然 而 ,我 们 并 没有 表示 这 种 数 阵 块 之 间 的 分 曲 疹 .我 们 莓 国 几 
分 珊 竺 (f(X)) 表 示 f(p)&b 之 间 昌 分 也 , 尽 敬 这 种 记号 实际 上 并 不 存在 ,但 它 可 
以 帮助 我 们 理 角 四 级 数 阵 , 甚 至 玉 级 数 阵 , 宪 于. 例如; 
doingiutic iso 


=100* 100100 ?2?*100&10= 100*^ 100100 ?2*?2*100 9229&10= 100*^ 100100 ?2?x?2+*100 ?8x100&10 
=100*^ 100100 ?2?x?2*100 ?8x29+100 928&10= 100*^ 100100 ?2x*?2+100 ?8x22+100 ?7x100&10= 


=100^100100 ?22922100 2“99*10099*100&10( 记 P=100^99x99+..+100^2x99+100x99+99)) 
ne 本 


=100“~(Pioo+r1)&10( 这 里 P， 是 个 大 于 hn 的 已 尽 zk 术 锰 数 ) 
={100^pPioo&10 区 号 100* pv410 国 国 国 :oo- Pioo&10} 
( 共 100 个 "100^Pio0&100)=. .你 可 以 想 朱 一 下 它 揭 巨大 . 


gofriplexulus={(10,100((0.00.0,1)1)2 共 100 个 "0 )=100 -100 ”100 100 100&10 

goppato+h=101TT100&10={10,100,2}&10, 进 入 了 四 级 数 阵 的 阶段 .( 注 意 , 这 里 的 

{10,100 ,2} 仍 邓 & 限 制 ,村 保持 不 计算 ), 而 Hydra 函数 和 Circle 函数 的 增长 率 大 约 是 

nTTn&An 的 级 别 . 

goppatofhplex=10fT1Tgoppatfofh&10 

+riakulus={3 ,3 et 个 数 已 经 超越 E## 拘 表达 能 力 了 3), 进 入 了 玉 级 数 阵 拘 阶段 .可 以 

认为 3&3Q&3 从 左 到 右 展 开 . 试 对 比 ;:(3&3={3,3,3}=+ri+pi) 
3&3&3={3&3}&3={3 .3 .3j&3=31113&3=f+riakulus 

(3&3)&3=((3,3,3})&3=trifri&3=(3,3,3…3,3 人 ( 共 +rifri 个 "3 )={(3trifri(1)2}=dupert+ri 
3&L3&3}=3&(3&3)=3&(L3.3,3}=3Q&f+rifri={+rifri tri+ri+ri+ri)} 

也 就 是 说 ,& 保 持 在 边 的 不 计算 ,而 不 能 保持 在 边 的 不 计算 . 
kungulus={10,100,3}&10=10TTT100&A10 
kungulusplex={10,kungulus,3)&10=101TTTkungulus&10 

实际 上 像 a&b&c&d...&e&f 的 东西 都 是 从 左 到 右 展 开 网 .注音 是 从 左 到 右 
展开 而 不 是 ee 要 手 到 这 个 数 阵 统统 展开 成 不 售 & 的 形式 后 才 可 以 进行 . 
接 下 来 的 一 些 数字 
quadrunculus={10,100,4}&10=101T1TTT100&10 一 一 六 级 数 阵 
+rideca+rix={10,10,10}&10=3&10410 
humongulus=(10,10,100}&10 
golapulus={10,10(100)2J&10=10 居 &10&10 


golapulusplex={10,10(100)2J&10&10=105"&10&10&10 
实 耳 上 ,在 下 一 下" 表示 数 阵 规格 的 数 孟 " 中 ,符号 义 是 存在 的 , 它 表 示 一 行 . 


【513317/ 与 L 


“是 一 个 分 四 再 , 书 分 开 各 个 b&b&..b&b( 共 p 个 "b"), 或 称 作 " 团 ". 所 以 , 当 
加 怠 员 位 于 "人 /后 面 的 时 候 , 应 用 第 3 条 递归 时 要 杷 各 个 " 几 之 间 的 部 分 变 成 
b&b&..b&b( 共 Pp 个 b .如 

{3,2/3}={3&3/2}={3,3,3/2}( 注 音 ,不 是 {{3,3,3)/2)} 一 一 & 在 这 里 还 具有 托 接 的 属性 ) 
{3,2/1/1/3}j={(3&3/3Q&3/13&3/2j={3.3.3/3.3.3/3.3.3/2} 
{3,2/2}={(3&3/1)=3Q&3={3 .3 .3}=+pri+ni 
{3,3/2)={3Q&3&3/1=3Q3Q&3=(3.3.3}&3=f+riakulus 

big boowa={3,3,3/2j={3 人 人 3,2,3/2)2/2jt3 人 33,2/2)2/2j=(3L3L 人 3,2.2/2) /2 272)} 
={3{3{3,3/2)/2)2/2}=(3 (3 +priakulus/2) 2/2)， 

通俗 一 点 说 ,big boowa= 3&3&3& .3&3 


本 3&3&3 
.36&3&3 
3 
greaf big boowa={3 3 4/2}= 343434.343 ] 343434.…343 343436 .363 
ER 3&3&3 世 3&3 | 3&3&3 3&3 3&363 省 3&3 | 3&3&3& 343 
注意 这 个 数 史 blg boowa 
， E 条 生 下 仙 开拓 
大 多 少 ,它们 却 只 是 序列 3&343 3&3&3 5 5 
{3.3,n/2} 的 前 几 项 而 已 ， 有 
grand boowa={3,3,big boowa/2} 3 
3&3&3 攻 3&3 | 3&34&3& 3&3 
={3,3 由 2/2》) ,这 个 数 得 多 ee 
super gongulus={10,10(100)2/2} 3&383， 
接 下 来 ,我 人 7 往 第 2 团 添加 东西 一 一 最 


wompogulus=(10,10(10)27100} 
各 个 团 还 可 以 组 成 不 同 规格 的 团 阵 ,线性 的 ,高 维度 的 ,高 级 的 ,四 级 的 , 玉 级 
的 ,分 四 和 再 则 系 用 像 (/n) 那 样 的 东西 .如 {3,2(/3)2}={3&3/3&3(/1)3&37/343 
(/2)3&3/3&3(/1)3&3/3&3)} 还 有 像 (/2.0.0.8), 甚 至 (/(((0.0.5)1)1)3). 


guapamonga 是 规格 为 10 “100 网 团 阵 , 其 中 每 一 团 (A) 都 含有 10^100&10. 它 李 于 
{A/LA/LA/LA/LA/LA/LA/LA/LA/LAUL2)A/LA/LA/LA/LA/LA/LA/LA/LA/LALL2).(/99)...A/A)} ,其 
中 A 表示 100&10. 

guapamongaplex 是 规 赂 为 10^guapamonga 的 团 阵 ,其 中 每 一 团 都 含有 

10 guapamonga&10. 

QQ&&b={A/A/..A}( 由 A 由 成 的 规格 为 Q 的 团 阵 ,这 里 的 a 保持 不 计算 ), 其 
中 A=b&b&...b&b( 共 Qa 个 "b" ,这 里 的 Q 需 要 计算 ). 然 后 ,我 们 用 二 级 团 分 隅 绷 
/人 /分 耻 各 个 二 级 团 , 也 就 是 分 隅 各 个 b&&b&&..b&&b(p 个 "b"”). 

{b,p///2j=b&&&b&&&..b&&&b(p 个 "b"), 其 中 a&&&b={(A/LAV /AI}( 由 
A 申 成 的 规格 为 Q 的 二 级 团 阵 , 这 里 的 Qa 保持 不 计算 ), 其 中 A=b&&b&&..b&&Ab 
( 共 Q 个 "b'" ,这 里 拘 Qa 需 要 计算 ). 我 们 用 分 阳 短 "// 人 分 遇 各 个 三 级 团 . 

一 舰 地 {b,p//n.V/2}=b&&n&b&&.n&.…P&Q&..n...&b(p 个 "b") 其 中 
QQ&Q&..n..&b={A/LLn-1..7LA/LLn-1.7[ NA 由 A 购 成 网 规 格 为 Q 的 hn-l 级 团 
阵 , 这 里 的 a 保持 不 计算 ), 其 中 A=b&&..n-1.&b&Q&..n-1.&.….b&&..n-1.&b 
( 共 Q 个 "b'" ,这 里 的 Q 需 要 计算 ). 我 们 用 分 珊 矶 "/][ .nn 人 分 珊 各 个 hn 级 团 . 

big hoss={100,100/V /2H( 共 100 个 "/), 请 自行 想 巡 . 
grand hoss={100,100// /100j}( 共 100 个 /全 ) 
greaf big hoss={big hoss,big hoss// /2 共 big hoss 个 "全 ) 

下 面 ,我 们 手 " 作 排 成 斜 虹 阵 . 景 痪 单 的 斜 杠 阵 是 {b,p(1)X2)}. 这 个 (1 是 用 来 形 
容 冬 民 "人 /的 .- 靓 地 , 当 应 用 规则 3 ,而 且 驾 驶 员 位 于 和 斜 械 阵 后 面 揭 时 候 , 我 们 先 
有 村 对 和 斜 民 阵 进 行 迎 归 . 

{b.p(D/XA)}={b,p/A .VAN 共 p 个" 站 
{b p(DVAAA}={b py.L(DVAAJCCD "前 面 有 p 个 "中 
{4,3(3)X2j=(4.37AALVAAALCDAAALC2JMAAVAAALCLAAALC2)XAALVAAALVAAAL2 得 到 -个 规 
属 为 33 的 笠 杠 阵 . 
{4,3(2)//L(2)X2j={4.37AALVAAALCVAAALC2)XC2)XA2} 
如 果 和 斜 开 阵 拘 最 本 面 有 冬 民 (如 "/(8)XA 就 直接 冲 归 . 
试 区 分 :{4.3/(1)3}={4&4&4/4 .4 4(1)2} 
{4.3(/1)3)={(4&4&4/4&4&4/14&4&4(/1)2} 
{4.3(1)/3)={(4.3/7L7L3j=(4&&CQ4&QC4717L7L2) 

其 实 和 斜 械 阵 还 可 以 是 高 级 的、 四 级 的 、 玉 级 的 ,可 各 .为 了 更 好 地 表示 它们 ， 

我 们 使 用 "表示 数 阵 规格 的 数 阵 " 的 记 法 .如 
最 漳 单 则 {Ljp ,=b&b&..b&b(p 个 "b")={b,p/2} 


{tL+1jbp={tb,p/12)} 
用 X 表示 一 行 .{L+Xjb={b,p/(1)2)】 


X< 走 示 二 太 平面 {L+X2jb={b,p/(2)2)} 


{L+X“x3jb ={b,p/(2)(2)(2)2} 
{L+X”]b ={b,p/(0.1D)2} 


{tL+3jbp={tb,p/1112} 
{L+Xx2+3jbp={tb,p/ (LTL112} 


{L+X- jbp={b,p/(3)2)} 
{L+X…) bo={b,p/(2.3)2] 


{Lx2jbp={tb&b&..p&b/b&b&...b&b}( 和 于 团 p 个 "b )={b,p/1/2} 


{Lxnjb ={b,p/L1../1M2}( 共 n-1 个 1 
{Lx(X+1T))jb ={b,p(/D12) 

{LxXx2jb ={b,p(/1TD(/1D)2) 
{LxX“jbp={b,p(/2)2} 

{LxX jbp={fb,p(/3)2)} 

{LxX jbo={b,p(/2.3)2]} 

{LxXx 汐 bp={b,p(/(1D)1D2} 

{LxXx “为 bp={b,p(/((D1D1D2) 


{LxXjbp={b,p(/1)2)} 

{Lx(X+2)}jb ={b,p(/TD11V2) 
{LxXx3jbp={tb,PULDU TU Le2} 
{LxX“x2jb ={b,p(/2)(/2)2)} 

{LxXxjb ={b,p(/0.1)2} 
{LxXx “jb ={b,p(/0.0.1)2} 
{LxX “为 bp={fb,p(/(0.0)1)2) 

{LxXx 闪闪 交 bp={fb,p(/((0.10)1D1)2) 


L 数 阵 中 有 2 个 参数 拘 情形 尼 , 了 bp={Ljbp={tb,p/2}( 应 用 规则 1 


{L,2jbp={L “2}={b,p//2} 
{LxXx3jb ={b,p(/VLTD(LATD(AAD2) 
{LxX”)b ={b,p(//0,1)2) 
{L2xXxx 为 ={b,p(L/(O.1)1D)2} 
{L,3}jb ={L^3}={b,p///2)} 
{L,Xjbp={tb,p(1DVX2)】 

{LX^2jb ={b,p(2)/2) 

{LX^Xjb ={b,p(0,1)/X2) 

证 X X X Xjbp=tb,P((0.117X2} 


{L 2x2jbp={b,p//L1VAVL2} 
{L-xX2jb ={b,p(//2)2} 
{L xX” ”jbp={b,p(//(DD2) 
{L xxX“ “bp={b,p(L/((DD1D2) 
{L,4jbp={L 4}={b,Pp/AA]L2)】 
证 久 x2jbp={tb,p(DGVX2} 
廿 X 5x3jbp={tb,pP(5)(5)5)X2】 
廿 久 X Xjbops{tb,pP((D1DV 2 
证 X X X X Xjbp=tb,P(((1D1D1X2】 


现在 , 想 泉 -下 {LLjbs={LDe 这 好 比 斜 杠 "/" 组 成 的 斜 杠 团 - 样 | 
如 果 应 用 规则 3, 我 们 可 以 得 到 更 神奇 购 东 西 . 


{L,2 ,2jbp= 已 包 , ,2} bp={LLjbo={L-3jb 


证 .3.2 和 jp= 蕊 廿 ,22 站 HUbp= 蕊 jp 世上 Ljbp=tL L Ljbp 


{LL,2jbp={LTTLjb。 


子 子 ,也 了 手 . 


记 aQ@b={LL.Ljpbw 是 由 上 上 贴 成 网 规 赂 为 a 网 数 阵 (a 需要 保持 不 计算 )， 
而 下 村 中 拘 Q 需 要 计算 .@ 上 具有 和 芭 米 似 的 从 在 开始 展开 . 保持 在 边 不 计算 和 托 
接 拘 局 性 .注音 , 像 a@bG@b 这 样 的 东西 ,左边 网 aQ@b 要 展开 到 普通 数 阵 (而 不 是 
“表示 数 阵 规格 曲 数 孟 ", 斜 械 阵 或 者 团 阵 ), 才 能 进行 在 边 @b 的 展开 .然后 ,我 们 


称 b@b@..b@b(p 个 "b' ) 为 一 个 超 团 , 用 反 斜 虹 "\" 分 隅 各 个 超 团 .分 隅 珍 "\ 的 
用 法 跟 "/ 人 几乎 一 样 ,例如 

{4,3\1\1/L2)}=(4@4@4\4@4@4\4&&4&&4} 

3@G@4={4@4@4\4@4@4\4@4@14} 

{4.3\\3)j=(4@Q@4@G4\\2} 

goshomify={100,100NN\..A2J(100 个 人 \”) 

good goshomify={100,100N\\..\2j(goshomify 个 \”) 

"和 L2 的 关系 正如 "人 /和 L 的 关系 .注意 负 2 的 "L "和 "2" 之 间 没 有 任何 点 . 
{L2jb=b@b@..b@b(p 个 "b")={b,P\2} 


{L2+3jb ={b,pP\1112} {L2+X“}jb={b,pP\(2)2)} 
{L2+Xxx 为 bo={b,pN((D1)1D2) {L2+Ljb ={b,pP\1/2)} 
{L2x3jb ={b,pPN\LN1\2} {L2xX“jb ={b,p(\2)2]} 
{L2xXx 闪 闪 为 bb={b,p(\((1D)D1)2) 

{(L2) 2}jb ={b,pP\\2) {(L2) 2xX-jb={fb,p(\\2)2) 
{(L2) Xjbp={b,p(I)N2} {(L2) >X”}jbp={fb,p(O,TDN2) 


{(L2) XXX XXX Xjbp={fb,p((((1)1DD1N2) 
{L2,2,2}jb ={L2{L212)1b={L2L2jp。， {L2n2jb=(L21Tnmjb， 
{L2,L2,2jb ,={L21TL2jb， {L2L2,3jb ={L21TTL2jb， 
记 a%b={L2L2…L2jbs( 由 L2 由 成 的 规格 为 a 的 数 阵 ), 与 @ 类 似 , 也 具有 
从 左边 展开 (- 直 展开 到 普通 数 阵 为 止 )， 保 持 左 边 不 计算 和 拼接 的 属性 .然后 ， 
b%b%..b%b(p 个 b) 称 作 一 个 超 超 团 , 各 个 超 超 团 之 间 用 "| 分 机 .而 敌 号 "|" 相 
应 拘 " 表 示 数 阵 规 格 曲 数 阵 "的 底数 为 L3. 
记 a##b={L3L3,……L3jbu( 由 L3 贩 成 的 规格 为 Q 的 数 阵 ), 与 % 米 似 , 也 有 具有 
从 左边 展开 (- 直 展 开 到 普通 数 阵 为 止 ). 保持 左边 不 计算 和 拼接 的 属性 .符号 # 
在 这 里 又 出 现 了 ,不 过 我 们 还 是 可 以 翅 BEAF 和 E# 区 分 开 揭 .很 询 单 ,有 E 的 就 
是 E# 记 号, 没有 E 的 就 是 BEAF. 然 后 ,b##b#...b##b(p 个 b) 称 作 一 个 超 超 超 团 ， 
和 名 个 超 超 超 团 之 间 用 "- "分 下 .而 珍 习 "-" 相 应 的 "表示 数 阵 规 格 的 数 阵 " 的 底数 
为 L4. 
bukuwaha={L^X^Xjiooioo={100,100(0,1)/2}={100,100 A 2]) ,其 中 A 表示 由 "人 "由 成 曲 
规格 为 100 区 的 和 斜 械 阵 
big bukuwaha={100,100B 2}, 其 中 B 表示 由 "" 购 成 的 规格 为 {100,100 A 2} 的 反 斜 杠 阵 
书 远 远大 于 {100,100NAN\..\2}( 共 bukuwaha 个 人) 
bongo bukuwaha={100,100 C 2}, 其 中 C 表示 由 "|" 购 成 的 规 赂 为 {100,100 B 2} 的 坚 杠 阵 


quabinga bukuwaha={100,100 D 2) 其 中 口 表示 由 "-" 购 成 的 规格 为 {100,100 C 2} 的 四 
4 盾 
这 个 表 列 出 了 各 个 "和 李 级 "的 符 旦 . 
由 .. 购 成 的 规格 为 .的 阵 [& @@ 7% | 并 无 对 应 符号 
分 耻 再 / 人 改 |1||1- 1 无 对 应 再 号 
L 数 阵 再 号 L |L2IL3IL4| Ln(n>4 ) 
里 然 Ln 没 有 对 应 鬼 分 隅 再, 但 是 我 人 7 还 是 本 种 数字 的 大 小 网. 如 
meameamealokkapoowa={L100,10jiolo, 它 的 大 小 只 能 这 么 表示 . 

让 我 们 畅想 一 下 , 儿 X 是 什么 一 一 LX 是 级 别 可 于 指数 p 的 L 符号 ,如 果 p 增 
大 ,那么 这 个 上 符号 的 级 别 也 会 增 大 .接着 ,L{X+TL(X+r2}L(Xx2})L(Xx3)L{X7) 
LCX3LCX 和 LO LECX2T LO LO 为 ,然后 是 L(LJ=LLLL2}LLX， 
LLX }LLLLLLLLLLLLLLLLLLL. 我 们 还 可 以 把 上 排 成 数 阵 (没有 速 号 分开)， 
注意 ,{L 儿 ,L (5)LLLj)bp 逢 o{LLL(5)LLLjbp 可 不 是 一 样 的 .这 样 的 数 阵 可 以 党 谢 
的 ,高 级 揭 ,四 级 的 , 玉 级 的 ,一 团 - 团 的 ,一 个 个 超 团 曲 , 一 个 个 超 超 团 拘 , 字 字 . 

景 后 ,meameamealokkapoowa oompa={LL...a...L,10}1o1o, 其 中 Qa 为 由 L 由 成 
的 不 四 返 号 的 规 格 为 {L100,10}ioio 的 数 阵 . 


其 实 ,我 们 才刚 网 开始 . 
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Chris Biprd 议 计 了 这 样 的 数 阵 才 它 和 0 BEAF 很 像 ,但 比 BEAF 和 更 强大 ， 
而 且 不 像 BEAF 那 样 具有 容易 误 人 的 地 方 人 ee LL" 的 区 别 李 )， 
这 种 表示 法 称 作 Bird s Array Nof+afion, 这 里 我 人 7 称 作 " 乌 之 记号 "( 谁 让 他 掏 
名 宇 取 得 这 么 .….). 例 如 
A1- 二 目 1.4 6 2) A2={3.2[2]145[3][3][2]2.3} 
A3={4.3[4][4][3][3][2]3} A4={3 4[1123] 
A5-={4.3[13[2]2]2) A6={4.3[1[2]1.2[2]3.4]2} 
A7={4.3[1[2.4.6]3 刘 分 A8={4.3[1[1[1[1.6]5]4]3]2] 
底数 (红字 )、 指 数 ( 蓝 字 )、 加 驶 员 ( 黄 色 底 纹 )、 副 驾驶 ( 绿 色 底 纹 )、 乘 客 ( 
相 ee 之 记号 中 ,分 珊 再 内 的 数字 至 少 是 1( 而 不 
爱 BEAF 中 是 0), 运 分 融 红 [人 的 缩写 ,分 栅 芷 由 低级 到 噩 级 依 况 是 速 号 ， 


1 2][2.12]..[12.2][2.2.2].. 
[13.2].[14.2]..[ 革 3]...[mn,3], [4]..[m,n,g][1112]..[m.,n,qg,P]. 
[1[2]2],[2[2]2]...[12[2]2]...[1[2]3][2[2]3]...[1[2]14]...[1[2]12]...[1T2]m,n].. 
[1[2]1L2]2]..[1[3]2].[m,n[2]qg,P[3]2]..[L[3]3]...[1L3]1[3]2]...[1L4]2].. 
[1[12]2]..[3[5]4[12]2]...[1[12]1[12]2]...[1[2.2]2]. n]2]..[1[112]2 ].. 
[1[1112]2]..[1[1[2]2]2].[1[1[3]2]2].[1[1[12]2]2]. 急 之 记号 的 运 课 遵循 
下 面 的 规则 ( 近 MI、 人 2、，、 人 3 网 顺序 执行 ): 

从 1. 如 果 指 数 p 为 1 那么 数 阵 揭 值 为 底数 b 

从 2. 如 果 没 有 驾驶 员 , 那 么 数 阵 拘 值 为 bp 

从 3. 杷 加 台 员 沽 1 杷 副 加 驶 (如 果 有 的 话 ) 变 成 "整个 数 阵 翅 指数 减 去 1 之 后 的 值 ", 乘 客 

分 隅 号 [A] 分 耻 的 部 分 全 都 变 成 bitA >p( 其 中 A 除了 第 一 个 数 比 A 小 1 外 ,其 它 部 分 与 
A 加 


规则 从 3 中 出 现 了 了 尖 图 插 旦 "<>" en 元 算 子 , 它 的 应 用 
规则 如 下 .( 其 中 ## 表 示 任 音 的 分 申 乱 、 数 字 序 列 或 空 序列 ) 
Al.b<UO>p=b 
A2 bot 和 Pb ##>p[n+1##]bxn ##>p[n+1##]..bxn ##>p[n+1##]bxsn #>p(p 个 "bxn##>p") 
< 算 子 中 ,第 一 个 数 为 0 称 作 默认 值 , 其 它 数 为 1 称 作 转 认 什 ( 在 [] 中 只 有 1 
是 默认 值 ). 我 们 翅 算 子 中 顺 一 个 不 是 默认 值 的 数 称 作 算 子 驾 驶 员 , 翅 算 子 加 台 
前 面 的 所 有 东西 称 作 算 子 乘 从 (注音 ,没有 " 算 子 副 驾 怠 " 这 种 东西 ). 如 下 面 的 
衫 子 中 ,红字 为 算 子 加 驶 员 , 蓝 字 为 和 直 子 乘客 
<012 3， <123424 <0[2 .3]1[1.211[1.2]11[5]1.2 .1.2> 
内在 , 算 子 的 规则 AL 可 以 认为 是 在 "没有 算 子 加 台 员 "的 情况 下 执行 的 ,而 规 
则 了 可 以 认为 是 在 "没有 算 子 乘客 "的 情况 下 执行 的 ,而 有 算 子 乘 禾 的 情况 下 ， 
我 们 执行 规则 A3. 
A3. 地 算 子 驾驶 员 减 1, 莫 子 乘 容 中 以 分 隅 疹 [A] 分 隅 的 部 分 全 都 变 成 ptA >p( 其 中 A 除 
了 第 一 个 数 比 A 小 1 外 ,其 它 部 分 与 A 相同 ) 
久之 记 旦 有 下 面 的 性 质 : 


灾 际 上 ,如 果 是 线性 的 一 行 数 阵 , 鸟 之 记号 与 BEAF 灾 际 上 是 完全 相同 的 ,这 
也 是 性 所 3 和 和 4 的 一 个 来 由 .现在 我 们 用 几 个 例子 说 明 上 面 的 规则 . 
“bxs1>p = bcoO>p[1bxO>p[1]...bxO>p[1]bxO>p (p 个 "bxO>p ) 
="b,b,.b,b'"(p 个 "b"), 这 意 o 嘛 着 bxl>p 和 和 p&b 是 可 效 由 . 
"bxs2>p = bl>p[2]bxs1>p[2]...bcl>p[2]jbxl>p (pP 个 "bxO>p ) 


="b,b,….b,b[2]b,b…b,b[2].….b,b…b,b[2]b,b…b,b"(p- 个 "b'") 
这 音 o 术 着 bx2>p 和 pc&b 是 各 效 的 ,[2] 和 (1) 是 各 效 提 . 
我 们 不 难得 出 , "bxn>p" 和 0 p"&b 是 可 效 则 ,[n+1] 和 和 (n) 是 李 效 由 . 
{3,2,2[2]2}={(3{(3,12[2]2}[2]2}={3,3[2]2}={341>3 世 ] 和 ={(3 .3 ,3}=+pri+ni 
{3,3,2[2]2}={(3{3,2,2[2]2)4[2]2}={3 +rifri[2]2}={3<1>+prifritey=(3.33,3}(ri+ni 
个 3 )=duperfni 
{3,2,2[12]2}={(3(3,12[12]2)[12]2}=(13.3[12]2}={3x0.2>3 蔚 人 ={3<34>3} 
={3<3>3}={3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3 .3 3)} 
=dimentf+ni 
{4.3[12]2)}={(4<0.2>3 由 人 和 ={(4<3>3) 
={4<2>3[3]4<2>3[3]4<2>3) 
={4.4.4[2]4.4.4[2]4.4.4[3]4.4.4[2]4.4.4[2]4.4.4[3]4.4.4[2]4.4.4[2]14.4 4) 
={(A} 
{4,3[3,2]2}={442 .2>3 世 -21)={(4412>3[2.2]441.2>3[2.2]4<12>3} 
={A[12]A[12]A[2.2]A[12]A[12]A[22]A[12]A[12]A}={(B)} 
{4,3[1.3]2}={4<0.3>3}={4<3,2>3}={4<2 2>3[3,2]442 .2>3[3,2]4<2 .2>3)} 
={tB[3,2]B[3,2]Bj={C) 
{4,3[3,3]2}={4<2,3>3}={4<13>3[2.3]4<1.3>3[2.3]4<1.3>3) 
={C[131]C[13]Cc[2.3]C[13]C[13]CcI2.31]C[13]C[13]C}={D)} 
{4,3[112]2}={(4<0,12>3}={4<3,.3:1>3}={4<3 .3>3} 
={4<2.3>3[3,.3]4<2 .3>3[3.3]4<2 .3>3]} 
=tD[3,3]D[3,3]D)=) 
{4,3[1112]2}={4<011.2>3}={443.3,.3:1>3}={(4<3 3.3>3} 
={4<2.3,3>3[3,3,3]4<2.3,3>3[3,3,3]4<2 .3,3>3} 
={S[13,3]S[13,3]S[2,3,3]S[13,3]S[13,3]S[2.3,3]S[13,3]S[13.3] 
5S[3,3,3]5[13,3]S[13,3]S[2,3,3]S[13,3]S[13,3]S[2.3,3]S[13,3]S 
[13,3]S[3,3,3]S[13,3]S[13,3]S[2.3,3]S[13,3]S[13,3]S[2.3,3]5S 
[13,3]S[13,3]5S} 
其 中 "S"="4<0.3,3>3"='"4<3.2.3>3"="442.2.3>3[3,2.3]42 2.3>3[3.2,3]4x2.2.3>3" 
=" Si[12,3]5S1[12,3]S1[2.2.3]Si[12.3]5Si[12.3]S1[2.2.3]S1i[12.3]Si[12.3]S; 
[3,2,3]S1[12,3]S1:[12.3]Si[2,2,3]S1[12.3]S1112.3]Si[2.2.3]5S1[12 .3]S; 
[12,3]S1[3,2,3]S1[12.3]S1[12.3]Si[2.2,3]S1[12.3]S1[12.3]Si[2.2.3]S: 
[12,3]S1[12,3]S1 
其 中 "S1"="4<0.2 ,3>3"="443 13>3"=" 442 13>3[313]4x2 .13>3[3,13]4<2 13>3" 
=" Saz[113]Sz[113]Sz[2,13]Sz[113]S>[113]Sz[213]S>[113]Sz[113]S， 


[3,13]S:[113]S:[113]S:[2,13]S:[113]S>[113]S2[2.13]S>[113]5S， 
[113]S:[3,13]Sz[113]S:[113]S>[2.13]S>[113]S>[113]S2[2.13]5S， 
[113]Sz[113]S2” 
这 样 下 去 "S>"="4<0,13>3"="4<3.3,2>3" "5S3" =" 440.3,2>3" =" 443.2.2>3 
"S4" ="440.2.2>3"="443 12>3" "5S5" =" 44012>3"="E" 如 果 轨 把 "4<0112>3" 全 部 展开 ， 
你 需要 写 7625597484987 个 "4 . 
{3.2[1[2]2]2}={3<0[2]2>2flf21240={34241>2f21t>2}={3<2 .2>2] 
=-{3<0.2>2[1.2]340 .2>2[2.2]3x0.2>2[1.2]3<0 .2>2] 
={3<2>2[12]3<2>2[2,2]3<2>2[12]3<2>2} 
={3,3[2]3,3[12]3,3[2]3,3[2.2]3,3[2]3,.3[12]3,3[2]3 .3)} 
{4,3[1[2]2]2)}=(4<0[2]2>3HI2O 世 =(4<3<1>3 世 ]3)=(4<3 3.3>3)} 
{3,2[2[2]2]2}={3<1[2]2>2}={3<0O[2]2>2[1[2]2]3<0[2]2>2} 
={3,3[2]3,3[12]3,3[2]3,3[2,2]3,3[2]3,3[12]3,3[2]3,3[1[2]2]3,3[2]3 
3[12]3,3[2]3,3[2.2]3,3[2]3.3[12]3.3[2]3 3)} 
{3,2[1[3]2]2)=(13<0[3]2>2}={3<2x2>2RJL>2)j=(342.2[2]2.2>2)} 
={A[12[2]2,2]A[2,2[2]2,2]A[12[2]2.2]A} 
其 中 "A"="3<0,2[2]2,2>2"="342-T2]2,2>2"="B[1[2]2,2]B[2[2]2,2]B[1[2]2,2]B" 
其 中 "B"="3<0[2]2,2>2"="34241>2[2]12>2"="342.2[2]12>2" 
= C[12[2]12]C[22[2]12]C[12[2]12]C- 
其 中 "C"="3<0.2[2]12>2"="3<2-[2]12>2"="D[1[2]12]jDI2[2]12]jDI1[2]12]D" 
其 中 "D"="3<0[2]12>2"="3241>2[2]2:2"="342.2[2]2>2" 
="E[12[2]2]E[2,2[2]2]E[12[2]2]E- 
其 中 "E"="3<0,2[2]2>2"="3<2:[2]2>2"="F[1[2]2]F[2[2]2]FI[1[2]2]F" 
其 中 "F"="3<0[2]2>2"="3,3[2]3,3[12]3,3[2]3,3[2.2]3,3[2]3,3[12]3,3[2]3 3" 
{4.3[1[3]2]2)={(4<0[3]2>3HHSI 人 人 身 =14<3<2>3 岂 >3}=(4<3<1>3[2]3<1>3[2]341>3>3} 
={4<3,.3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>3】} 
={4<2.3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>3[3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3]4<2.3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>3[3 ,3， 
3[2]3,3,3[2]3,3,3]4<2 .3,3[2]3,3,3[2]3,3 ,3>3} 
(4.3[1[1.2]2]2}={4<0[1.2]2>3HELL2]2j9=(4<340,.2> 昌 HL2]b3}-(4<3<3.43>3] 
={4<3<2>3[3]342>3[3]3<2>3>3)} 
={4<3.3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3 ,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>3} 
={A[3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3.3] 
A[3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3]A)}， 
其 中 "A"= 
"4<2.3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>3" 


(4.3[1[1[3]2]2]2}={4<0[1[3]2]2>3ftttt3]23239={4<3<0[3]2> 节 1f3]231>3) 
-{4<3< 尿 2 下 3j13>3}-{4<343,.3.3[2]3,3.3[2]3 .3.3>3>3} 
然后 ,我 人 7 还 有 这 样 的 数 :{3,3[3[12]3]3}1 (5.5.5[4.4[2.3 .4]3.3[6]2,2]3[2,2]2[9]2)， 
{10,10[10[10[100]10]10]1o} 13,2[5[4[3[2]3]4]5]2)》， 
{3.3[3,3[3,3[3,.3[3， 3[3.3[3.3[3， ee 字 李 . 隐 ， 方 括号 针尖 
机 人 一 记 旦 揭 数 值 阁 长 达到 了 BEAF 中 nTTn&n 揭 级 史 
eeeaaaeeeeee ee 是 不 站 罗 Jona+han 
ee 的 "() "和 萌 子 "展开 "成 某 个 形式 的 样子 ?我 人 ?可 以 想 捍 
3{13{3{3{3{3{3{3{3{3}3}3}3}3)3)3)3}13)}3=3{(1 1O 
人 43<3<3<L3<k3<c3<3<3<3>3>3>3>3>3>3>3>3>3=[e<4<>19}( 对 o5?2 其 灾 不 是 这 样 的 ) 
ns 是 这 样 的 ) 
于 是 多 尽 <> 出 现 了 0 的 分 隅 和 茶 应 该 是 多 人 


边 共 P 14 es n-1 对 炎 尖 甬 括 是) 
而 多 导 [] 的 遂 归 仍 可 以 近 昭 规则 NI、 人 2 NA3 来 进行 .如 
{b,p[[ 菇 ]2}={tb<<O>>ptL9] 纪 :tbcp<p<p p.…p<p>p>.. nt 中 旧 到 在 动 姜 二 个 "p ) 
下 面 我 人 用 正方 形 符 号 "D" 表 示 分 日 青 [[1]] 的 缩写 ,正如 速 号 表示 [人 的 缩写 - 样 . 
(4.3[[2]]3}={4<T>3[[2]]2}={4<0>>354<0>>3 4c0>3[T2]12] 
={4<3<3>3>3D4<3<3>3>3D4<3<3>3>3[[2]]2} 
={4<3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3.3,3[3]3.3,3[2]3,3,3[2]3， 
3,3>354<3.3.3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3， 
3[2]3,3,3>354<3.3,3[2]3.3,3[2]3,3,3[3]3 .3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[ 
2]3,3,3[2]3,3,3>3[[2]]2} 
(4.3[[L2]]2}=(4&0.223ftb2j=(4c<3:>3} 
={4<<O>>3D44<O>>3 4<0O>>3[[2]]4<O>>3D4<<O>>3D4<O>>3[[2]]4<<O>>3 
4<0O>>3D54(<O>>3[[3]]4<<O>>3D54<O>>3D4c<O>>3[[2]]44<O>>3D4<<O>>3 
4<O>>3[[2]]4<O>>3D4<<O>>3D44<O>>3[[3]]4<<O>>3D44<O>>3D4<<O>>3 
[[2]]4<<O>>3D54<O>>3D4<O>>3[[2]]44<O>>3D4<<O>>3 4<<0O>>3} 
(4.3iE13j2]j2)=(4&O1j223tttt3j239=(4c3<2>3H3jty>3} 
={4(<3,.3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>>3】} 
(4.3ITIIII1I2]2]2]2]]2)=(4 3ttltttit232]2]2333} 
-{4<340[1[2]212， >>3}={4<<3<@.0[22; 昌 1f212]13>>3} 
={4<<3434343f2]83>3>>3}={4<34343.3,3>3>3>>3} 
(4.3[[162]]2}=(450. 22>3H-2] 雪 =(4<3c0>>3=by3}=({44<34343>3>3>>3}={443 


<3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3[3]3,3,3[2]3,3,3[2]3,3,3>3>>3)】 


[4.3 加 2}j=(4&0053 


3 和 ={(44<34<0>>3 


{4,3[[1p1o2]]2)={(4<<<Oolo2>>3j={(4434O>>3D34<O>>3>>3} 


={ 4 人 <3<3<3>3>3 


3<3<3>3>3>>3} 


导 4,3[[I[[2]]j2]]2j=t4<0[[2]]2>>3j=(443<1>3>>3】 


={ 4<<3<<O>>3 


3< 人 <O>>3 


3<4<O>>3>>3}={44<3<3<3>3>3 


导 4,3[[1[[3]]2]]2 上 =t4<<0[[3]]2>>3j=(4<3<2>>3>>3】 


={4<<3<4<O>>3D3<<O>>3 


3<O>>3D3<O>>3>>3} 


={4<<3<3<3>3>3 
[[2]]3<3<3>3>3 


3<3<3>3>3 
人 


{fb,p[[151o2]]2} 的 增长 率 达 


{b,P[[1[[152]]2]]2} 的 增 


tb,P[LI[L1o1o2]]2]]2} 的 几 长 率直 


{tb,pPLLLLLLLL1o2]]2]]2]]2) 的 is 是 了 


3<U>>3[[2]]3<<O>>3D3<<O>>3 


3<343>3>3>>3} 


J_nTTn+1)& n 的 级 别 . 
本 了 Re n 的 级 别 . 


3J_nTTn+3)&n 的 级 唱 . 


2>>3j={4<<3<3<3>3>3D2>>3】 


3<3<3>3>3D3<3<3>3>3>>3} 


3<U>>3[[2]]3<<O>>3 


3<3<3>3>3[[2]j3<3<3>3>3D343<3>3>3D34343>3>3 


nTTCn+4)& n 的 级 别 . 


{3.4[[[1 zj=(ac> 人 -3 有人 "人 -134 


Re n 的 级 别 . 


{b,p[[[1]]]2} 的 增长 率 过 
b,pP[[…[ 了 …]]2Jm 对 方 时 ) 的 增长 讲 达 


3J_nTTn(m-1)&n 的 级 唱 . 


{b,p[[.…[1.…]]2}(p 对 方 括号 ) 的 增长 率 we 3 _nTT(n)& n 的 级 别 . 
但 是 , 灾 配 上 ,Chris Bird 并 不 翅 多 必 括 号 加 以 扩展 ,因为 巴 太 难以 扩展 .下 面 
这 个 新 的 分 珊 再 则 可 以 很 好 地 扩展 这 个 记号 . 


【5221 


人 


现在 ,我 们 把 [[.…[A].]]( 共 mn 对 方 括 弓 ) 记 作 [A/n], 于 是 我 人 进入 4 下 一 组 ， 


这 里 第 1 组 是 A, 而 利 


2 组 是 


n 各 个 组 之 间 以 分 隅 符 / 1 


分 隅 .这 样 ,A4 规则 就 变 


为 :bxO/n>p=b<sp<sp<.….p<pVZn-1>pVZn-1...>p/n-1t>pVn-t>p( 从 中 间 到 右边 共 p 个 p). 
然后 这 需 2 组 可 以 不 仅仅 是 一 个 数 ,还 可 以 是 数 阵 . 如 
CE 
2>3[1/12]3x0/12>3[2/1.2]3<0/12>3[1/12]3<0/1.2>3[1/12]3x0/12>3[27/1， 
2]30O/12>3[1/12]3<0/12>3[1/12]3<0/1.2>37/1.2>3】 
其 中 "3<0/12>3"="343/3:4>3"="3x0/3>3[1/3]3x0/3>3[1/3]3<0/3>3[2/3]340/3>3 
[1M3]3x0/3>3[1/3]30/3>3[2/3]340/3>3[1/3]340/3>3[1/3]340/3>3" 


yue 1111.6>3} 和 那样 的 数 阵 , 它 的 蔓 子 避 台 可 
不 是 位 于 /后 面 的 逢 一 个 这 种 情况 下 ,只 需 像 A3 规则 那样 , 杷 算 子 乘客 
分 隅 耕 [A] 分 隅 鬼 部 分 ee 变 成 ptA >p 即 可 ,而 最 量 面 则 0 应 变 成 p 本 身 . 于 是 
{4<O/1[12]114]1[3]1[3]1[2]11111.6>3}={4<3/3<0.2>3[1.213<3>3[413<2>3[ 
3]3<2>3[3]341>3[2]3,3,3,3,3,.5>3). 

接 下 来 , 议 想 -下 {b,p[1V1[ILL.1[1[2]2]2...]2]2]2}, 如 果 说 bcO/2>p= 
b<p<p<...p<p<p>p>p..>p>p>p( 从 中 间 到 右边 共 p 个 p), 那 么 不 难 想 昌 
bxO/pxsOVpx..OVpxOVpksOVp>p>p.…>p>p>p( 人 中间 到 在 边 共 p 个 p) 应 该 本 于 
bsOV1V2>p( 注 意 , 这 里 的 0 和 1 都 是 默认 值 ). 我 们 进入 了 第 3 组 .- 靓 地 ,对 于 几 
个 组 排 成 一行 的 情形 ( 形 如 beAV hz/ An /AN>p), 我 们 插 原 来 的 A 规则 进行 一 
些 和 更 改 , 变 成 下 面 的 规则 :(## 表 示 任 音 序 列 ,@ 表 示 默 认 值 序列 ) 

Al.b<O>p=b 

A2.bxcn+]##>p=bxkn#>p[n+]1#]bxcn##>p[n+1#].….bxkn##>p[n+l1#]bxn#>p( 共 P 个 bcn#>p) 

A3. 若 有 算 子 冬 上 且 瘟 子 加 咒 员 前 的 分 机 只 不 是 /, 则 bc@[A]n+1#>p=bk<@ [A]n##>p, 其 

中 加 表示 原来 @ 序 列 中 以 任何 [X] 分 曲 的 部 分 都 变 成 ptX' >p, 其 中 X 珍 了 第 一 个 数 比 X 
小 1 处 ,其它 部 分 人 

A4. 若 有 渡 子 乘客 ,上 且 算 子 驾驶 昂 前 的 分 遇 复 是 /, 则 bx@/1/nr1#>p=bxRi>p, 其 中 Ri="0"， 
Ran"@ /pxRn>p/yn##" 

注 :; 以 /分 隅 的 部 分 相对 应 的 @ 序列 应 为 

我 人 ?用 下 面 的 例子 和 

-2212 3 
={43/3/3/34 /3 了 Ri>3/2/2>3/2/2>3)} 
={4<3/3/3/343/3/3/3<0>3/2/2>3/2/2>3} 
={4<3/3/3/343/3/3/3/2/2>3/2/2>3} 

{4,3[1/5,2.3]2}={4<0/5.2.3>3}={4<Ra>3}={4<3<Rz>3714.2 .3>3】} 
={4<3<3<Ri>3/4.2.3>3/4.2.3>3}={(443<30>3/4.2.3>3/14.2.3>3)} 
={4<3<3/4.2.3>3/4.2 .3>3)} 


{4,3[141L1L1I1L14A2]L[13]13]2)}={14* ,3>3} 
={4< ,2>3} 


={(4<3/3/3/3Ra>3[1/1/2]33,2>3[13]3,2>3} 
={(4<3/3/3/343/3kRz>3/1>3[1/1/2]3<3,2>3[1.3]3,2>3】} 
={(43/3/3/343/343/134Ri>3 人 >3 人 >3[1/14/2]343,2>3[13]3.2>3} 
=(4<3/3/3/343/343/3>3>3[1/1/2]343,2>3[1.3]3,2>3】 


地 别 要 注意 的 是 ,分 曲 中 /不 能 出 现在 " 底 导 "中 一 一 它 只 能 出 现在 至 少帝 
导 中 .这 里 , 底 尾 即 第 O 导 ,是 没有 任何 > 或 [] 昌 围 的 导 , 而 在 第 hn 尽 中 出 现 了 <> 或 
门 时 ,它们 所 昌 围 的 层 就 是 审 n+1 尽 . 例 如 ,在 乌 之 记 旦 中 , 像 {3.3,3/2} 这 样 的 东 

是 不 = 324 [本 20/318j , 贰 色 底 纹 为 底层 ,绿色 
底 纹 为 第 1 尽 , 青 色 底 纹 为 第 2 尽 , 永 色 底 纹 为 第 3 尽 . 因 为 分 日 答 / 具 有 这 种 性 
鼎 ,所 以 我 人 ?把 它 称 作 1 角 超 分 参 笛 而 可 以 出 现在 底 尽 的 分 耻 青 则 是 普通 分 隅 
中 

现在 设 盟 一 下 ,我 们 坦 组 当 作 一 个 个 元 素 , 排 成 - 个 "组 才 阵 ", 这 个 组 孝 阵 中 
的 行 分 踢 符 用 [2]/ 表 示 , 平 面 分 隅 租用 [3]/ 表 示 , 字 字 . 要 注意, 组 数 阵 中 的 所 有 
分 珊 笛 (如 [12[3]4]/ 千 ) 都 是 1 级 超 分 到 9 以 缩写 为 /. 例 如 

{4.3[1[2]/2]2}={4x0[2]/2>3}={44341>/3H2/4>3}={443/3/13>3] 

{4.3[1[2]/1/312}={44 /3>3}={4<Ra>3}=({443<173[2]/ 训 全 辐 /2>3) 
={44341>/3[2]/34 /2>3/2>3} 
=-{4<3/3/3[2]/343/3/3[2]/3/2>3/2>3} 

{4.3[1[2]/1[2]/1.3]2}={4: 3>3}={4<3<1>/3[2]/3<173[2]/3 .2>3] 

(4， 3[1[3 ]/2]2}={4<0[3]/2>3}={4。 >3}={4<3/3/3[2]/3/3/3[2]/3/3/3>3} 

在 著 通 分 中 符 [1[A]/2] 或 者 1 级 超 分 到 符 [A]/ 申 ,A 可 以 是 任何 -个 "能 驶 处 在 底 必 的" 

数 阵 , 即 A 不 全 一 级 超 分 隅 再 . 


(4,3[1[1.2]/2]2}={4<0[1.2]/2>3}={4<340,.2>/3>3}={4<343.1b/3>3}=(4<3<3>/3>3} 

0 
={4<3<3x1>3[212>/3[1[2]3]/2>3] 

{4,3[1[1[1[12]2]2]/2]2)}={14* 


>3} 

>3}-(4<3<3< 人 国史 2.3HHL212]173:3) 

>3>/3>3}={4<3<3<343->3>3>/3>3}={4<3<3<3<3>3>3>/3>3)} 

{4.3[1[152]/1/2]2}={4<0[1n2]/1/2>3}={4<Rai>3}={4<3062>/3[162]/3<R23]A13) 
={4<3<0on2>/3[1nD2]/3<3c062>/3[1621/3xRi>3/1>3>3) 
={4<343x0/2>3=1>/3[1n2]/3<343x0/2>3=1>/3[1n2]/3>3>3]} 
=-{4<3<3xRa>3>/3[152]/3<343<Ra>3>/3[152]/3>3>3} 
={4<3<3<3xRa>3/ 上 3>/3[152]/3434343xRa>3 上 >3>/3[1n2]/3>3>3] 
={4<34343<3xRi>3/ 上 4>3>3>/3[1n2]/343434343xRi>3 人 >3>3>/3[1-2]/3>3>3} 
={4<3<3<3<3>3>3>/3[1o2]/3<343<343>3>3>/3[1D2]/3>3>3)} 

(4.3[1[1[IV1/2]3]/2]2}={4<O[I1[11X2]3]/ 有 3}={4c3<0[1172]3>73HEY233] 和 3] 
={4<343x0/1/2>3[1/1/2]2>/3>3}={4<343<Ra>3[1/1/2]2>/3>3]} 
={4<3<33/3<Rz>3/4>3[1/1/2]2>/3>3] 


={4<3<3x3/3<3/3<Ri>3/4>3>3[1/1/2]2>/3>3]} 
=-{443 3>3) 
{4.3[1[1[1[2]/1/3]2V21]2}={4<0[1[1[2]/1X31]2]/2>3} 
={4<3<O[1[2]/173]2> 3HHHOO 名 >3) 
={4<343<0[2]/1/3>3HOALACHLE7/3>3} 
={4<343<Ra>3>/3>3}={(4<3<3<341>/3[2]/3<Rz>3/2>3>/3>3)} 
={4<3<343<1>/3[2]/3<341>/3[2]/ 3<Ri>3/2>3/2>3>/3>3} 
={4<3《343/3/3[2]/343/3/3[2]/3/2>3/2>3>/3>3)} 
{4.3[1[1[1[1[1[2]/2]2]/2]2]/2]2}={4<0[1[1[1[1[2]/212]/2]2]/2>3) 
={4<3<0[1[1[1[2]/2]2]/2]2>/3>3}={4<3<3x<0[1[1[2]/2]2]/2>3>/3>3] 
={4<3<343<0O[1[2]/2]2>/3>3>/3>3)}={4<343<343<0[2]/2>3>/3>3>/3>3)} 
={4<3<3433<341>/3>3>/3>3>/3>3}={443<3434343/3/3>3>/3>3>/3>3} 

接 下 来 ,我 们 包 主 一 级 超 分 晶 符 [A]/ 中 的 A 含有 一 级 超 分 珊 笠 . 景 帘 单 的 情 
况 :{4,3[1[1/2]/2]2}={14<0[1/2]/2>3}={443434343>/3>3>/3>3}. -要 地 ， 
{tb,p[1[142]/2]2j={bxO[12]/2>p)={bxpxspsp…epxspxp>/p>p>/..p>p>/p>p 儿 从 中 
间 到 右边 共 2p-1 个 p, 共 pb-1 个 /,2p-2 对 >). 它 的 增长 率 相 当 于 {fn,n,12}&n 网 
级 别 . 

接着 是 {b,p[A[1/2]/2]2}{ 人 b,p[1M2[1M2]/X2]2}{b,p[1M3[1M2]/2]2)， 
{tb,pLL1LA[1X2]/2]2}tb,pLM12[1M2]X2]2)LbpLLLLUVLUV 2LV2]/2]2)， 
{b,p[1[2]/X2[1M2]/X2]2}{b,p[1[A]/2[1M2]/2]2)}. 阳 后 {b,p[1[1X2]/3]2)} 
={bxO[1/2]/3>p)}, 它 字 于 
{tb<p<p<p<.…p<p<p>/p[1/2]/2>p.>/p[LLM2]/2>p>p[1M2]/2>p 人 人 中 间 到 右边 姜 
2p-1 个 p, 共 p-1 个 [1/2]/2,2p-2 对 <>), 它 的 增长 率 相 当 于 {n,nx2,12}&n 的 级 
中 


我 们 当然 可 以 怒 [1X2]/ 后 面 的 东西 变 成 一 个 数 阵 ,ktofb,p[1[1/2]/A]2)}， 
{fb,p[1[1/X2]/1V2]2}{b,p[1[1M2]/1V1X2]2}{b,p[1[1M2]/1[2]/2]2)， 
{fb,p[1[1/X2]/1[A]/X2]2}{b,p[1[1MX2]/1[1X2]VX2]2}{b,p[1[1M2]/X1[1M2]V1[1V2]/ 
2]2},{b,p[1[2/2]/2]2}{b,p[1[A/2]/2]2), 委 字 . 

下 面 是 增长 率 相 当 于 {fn,n,112}&n 的 数 阵 :{b,p[1[1/3]/2]2)}, 它 字 于 
tbxO[1/3]/2>pj=tbkpxpxp<.…pxpxsp/2>/p>p/2..>/p>p/2>/p>p 上 从 中 间 到 右边 世 
2p-1 个 p,2p-2 对 <>). 然 后 是 {b,p[1[1X/A]/2]2}, 直 到 {fb,p[1[1X1VX2]/2]2]) 为 止 . 

{fb,p[1[1/1VX2]/2]2}={bx0[1/1/2]/2>p}= 


{b*p<p/p<.…psp/pxp<p/p>/p>p>/p.…>p>/p>p 蕊 共 2p-2 对 <>), 它 的 增长 率 相当 于 
{b,p/2} 的 级 别 , 也 就 是 BEAF 中 的 一 团 . 接 下 来 BEAF 相对 于 马 之 记号 来 说 会 
稍 显得 慢 ,{b,p\2} 的 增长 这 只 相当 于 {fb,p[1[1VX1VX2]VX3]2)}{b,p|2} 由 是 
{fb,p[1[1X1V/2]/4]2) ,而 meameamealokkapoowa oompa 仅仅 近似 训 于 
{10,10[1410[14Z12]JV1L1OILM12]VX1O1]2) 而 已 , 巴 远 还 不 及 

{3.4[1[2/1V2 ]/2]2}. 而 灾 际 上 ,{nn[1[2/1/2]/2]2} 就 是 BEAF 的 增长 率 鬼 极 
缚 . 

下 面 我 人 插 超 越 BEAF. 我 人 ?7 有 {b,p[1L[A/VZLX2]/2]2jb,p[1LLMAVZ2]/2]2)， 
{fb,p[1[1VX1VA]/2]2} 字数 阵 ,也 有 {b,p[1[1/1VX1VX2]/2]2}={bxO[1M1X1X2]/2>p} 
={b<p<p/p/p<.….p<pZp/pxsp<p/Zp/p>/p>p>/p.…>p>/p>p} 共 2p-2 对 <>)， 
tb,p[1L1LLT1L3]42]2) 人 bpLLLLML1LL1L2]/2]2y tb,pLLLLL2]/2]/2]2) 
{fb,p[1[1[3]/2]/2]2},{b,p[1[1[A]/2]/X2]2} 字 可 ,还 有 {b,p[1[1[1X2]X2]/X2]2) 
={bxO[1[142]/2]/2>p}={bxspxspspxpxsp<p…<pxp<p>/p>/p>...p>/p>/p>p>/p>/p>p} 
( 共 3p-3 对 <>)b,pL1[1L1[1X2]A2]A2]/2]2j=tbxorlLL[1Z2]/2]/2]/2>p} 
={bxp<p<psp<p<p<p<p.…<p<p<p<p>/p>/p>/p>...p>/p>/p>/p>p>/p>/p>/yp>p 作 共 
4p-4 对 <>),{b,p[1[1[1[1[1/2]/2]/2]/2]/2]2) 字 李 . 

象 后 , 当 这 些 1 级 超 分 耻 青 导 营 在 一 起 , 即 {bcpxp<.….p<pcp>/yp>/p.…>/p>/yp>p} 
时 ,我 人 就 达到 了 分 了 轴 员 [A]/ 的 权限 (其 中 A 合 有 1 级 超 分 耻 再 ). 下 面 我 人 7 用 一 

个 新 的 东西 来 表示 它 一 一 [1>3]. 
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我 们 杷 [A]/ 记 作 [A~2], 而 [A~1] 可 以 略 作 [A]. 注 意 一 下 ,这 个 "~2" 竟 然 能 使 

本 的 分 罩 青 由 普通 分 四 再 变 成 1 级 超 分 隅 篆 | 
果 说 [A~2]( 或 [AJ/) 是 以 [1>*2]( 也 就 是 /) 为 首 的 第 1 类 1 级 超 分 隅 和 青 , 那 么 

aa 以 [1>~3] 为 首 的 第 2 类 1 级 超 分 隅 再 ,[A~n] 就 是 1 首 的 第 n-1 
米 1 级 超 分 隅 符 . 而 ~ 刚 是 一 个 2 级 超 分 阳 青 , 它 只 能 处 于 至 少 后 中 . 乌 1 的 
运 草 号 全 下面 的 规则 . 
A1.bxO>p=b,bxO~c>p=b( 这 意味 着 ,如 果 ~ 前 面 的 部 分 全 为 默认 值 ,那么 代 子 字 于 b) 
A2.bxc#>p=bxkc-1##>p[c 共 ]bxc-]1 开 >p[c 基 ].….bxc-1#>p[c#]bxc-1##>p( 共 p 个 bcc-]##>p)， 

其 中 # 表 示 任 意 序 囊 


A3. 非 A1 或 A2 曲 情况 , 则 bx@i[Ai]ci#;i~n>p=bkSi~n>p( 即 把 ~ 有 面 的 部 分 变 为 序列 S1)， 
这 个 S1 由 下 列 程 序 确 息 .首先 令 i=1 然 后 执行 下 面 的 规则 |; 
Q. 如 果 分 珊 东 [Ai] 是 /那么 令 序 列 Si=Rbi ,其 中 Ri1= "0 Ri="@i [AT]p<Rnii>p/ci-l## 
Rak="G@kK [Ak]pxRnki>p[Ak]ck-1## 扩 (ki), 结 束 A3 规划. 
b. 如 果 分 责 乱 [Ai] 是 ,那么 令 序列 Si=R。, 其 中 Ri="0"Ri="G@i [AT]peRnaii>p~ci1#" 结 束 A3 规 
内 
c. 如 果 分 隅 号 [Ai] 是 1 级 超 分 隅 和 瑟 但 不 是 /那么 令 Si="@i [Ar]pcSist>p[Ai]ci-1##”, 记 
[Ai]=[@ij[ANi]ci 六 ,全 站 加 工 重 新 a.b.c.d. 
d. 砷 ab 或 cc 的 情况 , 则 令 Si="@i [Ai]ci-]#” 结束 A3 规则 . 
注 : 这 个 规则 中 的 CC 表示 算 子 避 驶 员 .# 为 任意 序列 ,@ 为 默认 值 序列 .@ 是 在 相应 昌 @ 序 
列 中 , 怒 任意 [X] 分 隅 的 部 分 变 成 ptX >p( 其 中 X 除了 第 1 个 参数 比 XX 少 1 其 余部 分 与 X 
相同 ) 后 所 得 的 序列 .@' 可 以 截取 @ 曲 一 部 分 进行 摊 作 ,例如 [Ai 门 本 是 @i 的 一 部 分 ,但 @i 
只 截取 [Ai 让 前面 则 部 分 进行 控 作 . 
我 们 用 下 面 的 例子 来 解 径 较 复 杂 的 规则 A3. 
{4,3[1[1~3]2]2}={(4<0[1~3]2>3}={4<Si>3}0=1[A1]=[1>3]:c) 
={4<3<S2z>3[1~3]1>3}(i=2:[A2z]=~'b) 
={4<3<Ra>3>3}={443<3<Rz>3~2>3>3}={443<343<Ri>3~2>3~2>3>3} 
={4<3<3<3<0>3~2>3~2>3>3}={(4<3<3<3~2>3~2>3>3)} 
{4,3[1[1~3]3]2}={(4<0[1~3]3>3}={(4<Si>3)(=1[A1]=[1>3]:c) 
={4<3<S2>3[1~3]2>3}(=2:[A2z]=~:b) 
={4<3<Ra>3[1~3]2>3}={4<3<3<Rz>3~2>3[1~3]2>3} 
={4<3<3<3<Ri>3~2>3~2>3[1~3]2>3) 
={4<3<3<3<0>3~2>3~2>3[1~3]2>3)} 
={4<3<3<3~2>3~2>3[1~3]2>3)} 
{4,3[1[1~3]1[2]2]2}={4<0[1~3]1[2]2>3}={4<Si>3}(i=1[Ai]=[2], 是 普通 分 遇 咎 ;d) 
={4<3<0~3>3[1~3]3<1>3[2]1>3}={4<3[1~3]3,3,3>3} 
{4,3[1[1~3]1/2]2}={4<0[1~3]1/2>3}={4<Si>3=1TA;]=/:a) 
={4<Ra 1>3}={4<3<O~3>3[1~3]3<Rz 1>3>3】} 
={(4<3<0~3>3[1~3]3*3<O0~3>3[1~3]3<Ri 1>3>3>3)} 
={4<3<0~3>3[1~3]3<3<0~3>3[1~3]3<0>3>3>3)} 
={4<3[1~3]3<3[1~3]3>3>3)} 
{4,3[1[1~3]1[1~3]2]2}={4x0[1~3]1[1~3]2>3}={4<St>3)0=1[TA1]=[1>~3]:c) 
={4<3x0~3>3[1~3]3<Sz>3[1~3]1>3}0=2:[A2z]=~:b) 
={4<3[1~3]3<Ra>3>3}={4<3[1~3]3<3<Rz>3~2>3>3} 
={4<3[1~3]3<3<3<Ri>3~2>3~2>3>3}={4<3[1~3]3<3<3<0>3~2>3~2>3>3)} 


={4<3[1~3]3<3<3~2>3~2>3>3} 
{4,3[1[2~3]2]2}={4<0[2~3]2>3}={4<S1>3}10=1[A1]=[2>~3]'c) 
={4<3<S2z>3[2~3]1>3}(i=2:[A2] 不 行 在 ;d) 
={4<3<1~3>3>3}={4<3<0~3>3[1~3]3<0~3>3[1~3]3<0~3>3>3)} 
={4<3[1~3]3[1~3]3>3} 
{4,3[1[1/2~3]2]2}={4<0[1/2~3]2>3}={4<Si>3}(=1[A1]=[1/2>~3], 是 1 级 超 分 遇 咀 ;C) 
={4<3<S2>3 岂 22333100=2:[A2>]=/:a) 
={4<3<Ra 2>3>3}={4<3<3<Ra1>3/1~3>3>3}=(4<3<3<3<Raz 2>3[1/2~3]1>3~3>3>3} 
={4<3<3<3<3<Ri1i>3/1~3>3>3~3>3>3}={(4<3<34343<0>3~3>3>3~3>3>3)】 
={4<3<3<3<3~3>3>3~3>3>3} 
{4,3[1[1[1>~3]2~3]2]2}={4<0[1[1~3]2>~3]2>3}={4<Si>3)0=1[A1]=[1[1>3]12>3]:c) 
={4<3<S2z>3HHe32w3]1>3}1(0=2:[A2]=[1~3]:c) 
={4<3<3<S3>3~2>3>3}(i=3:[A3]=~:b) 
=(4<343<Ra>3~2>3>3j={(4<3<343<Rz>3~2>3~2>3>3} 
={4<3<343<3<Ri>3~2>3~2>3~2>3>3}={(443<34343<0>3~2>3~2>3~2>3>3)} 
={4<3<3<3<3~2>3~2>3~2>3>3} 
{4,3[1[1~4]2]2}={4x0[1~4]2>3}={4<Si>310=1TA]=[1>4]:c) 
={4<3<Sz>3[1~4]1>3}0=2:[A2>]=~:b) 
={43<Ra>3>3}={4<3<3<Rz>3~3>3>3}={(4<3<3<3<R1>3~3>3~3>3>3} 
={4<3<3<3<0>3~3>3~3>3>3}={4<3<3<3~3>3~3>3>3} 

如 果 翅 {bxO[1~n]2>p} 中 的 征 值 n 变 成 动 值 p, 我 们 就 进入 了 下 一 个 阶段 :我 
人 可 以 把 ~ 后 面 的 东西 变 成 一 个 数 阵 (而 不 仅仅 是 -个 数 ), 如 (3,3[1[1>12]2]2) 
字 : 这 个 数 阵 甚至 可 以 旦 含 1 级 超 分 隅 篆 ,to{f3.4[1[1>~1/3]2]2} 字 .我 人 还 可 以 
使 用 2 个 ~ , 像 [1~2~3] 那 样 ,这 个 序列 被 ~ 分 成 3 个 区 域 ;一 舰 地 ,~ 分 隅 各 个 区 域 
而 这 些 区 域 可 以 组 成 线性 数 阵 ,tof3,3[1[3~1/2~1[1~2~3]2~1,2~1~2]2]2} 可 . 
如 果 我 们 的 "由 区 坡 组 成 的 数 阵 " 不 局 限于 线性 数 阵 ,那么 我 们 拘 会 到 达 几 ~ 无 
法 表示 拘 地 方 .我 们 需要 迈 开 -大 步 ,用 一 些 新 购 、 强 大曲 篆 旦 表达 一 一 
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我 们 用 [1/32] 表 示 ~, 这 样 [2/32] 就 表示 "由 区 域 组 成 的 行 "之 间 的 分 聘 篆 ， 
[3/32] 就 表示 "由 区 二 组 成 的 平面 "之 间 的 分 隅 再 . 试 着 类 比 一 下 ,[1/32]=~ ,而 
[1~2]=/ 我 1 人 7 就 可 以 杷 /写成 /1, 杷 ~ 写成 /2z. 这 里 多 [2/32]. [3/32] 这 都 是 2 级 超 


分 隔 答 ,而 /3 则 是 一 个 3 级 超 分 隅 答 , 它 出 现在 至 少 第 3 民 ee 
/4=[1/52]…,/n=[1A2] 人 就 应 访 是 一 hn 级 超 分 聘 青 , 它 出 现在 至 少 第 n 尽 中 . 
如 果 分 珊 珍 [A] 的 最 外 导 中 所 含有 的 景 高 级 分 陋 青 是 hn 级 超 分 隅 站 hs 
身 插 会 是 一 个 n-1 级 分 了 遇 青 .如 分 隅 每 wii sea in 记 
[1~2]. /、 [1V33] 和 [2/42] 这 4 个 分 隅 再 , 景 高 级 分 隅 再 [2/42] 是 3 级 超 

了 ,所 以 ee 是 一 个 2 级 超 分 隅 青 . 用 此 方法 得 出 的 "0 
1 应 该 是 一 个 普 迎 分 隅 篆 . 

/被 称 作 下 柠 斜 械 ( 昌 内 ). 注 意 缩 写 , 如 o[1[1[1[1/52]2]2]2] 
-IILV42]2]2 [Ta2]2 [1~2]=/. 我 们 杷 至 少 2 级 超 分 曲 竺 称 作 高 分 唱和 蔡 ， 
而 最 小 的 高 分 隅 疹 则 是 

下 面 是 侣 下 村 全 本 数 阵 曲 A 规则 . 

Al1.bxO##*>p=b( 这 意 o 末 着 ,如 果 第 1 工 块 全 为 默认 值 ,那么 算 子 各 于 b) 
A2.bxc#>p=bxkc-1##>p[c 共 ]bxc-]1#>p[c#].….bxc-1 藤 >p[c#]bxc-1##>p( 共 p 个 bcc-]##>p)， 
其 中 # 表 示 任 总 序 列 
A3. 砷 Al 或 A2 的 外 青 内 et 文 音 o 末 着 把 和 1 块 变 成 S1)， 
这 个 Si1 由 下 列 程序 友 征 .首先 令 i=iz=i3=..=1(0 就 是 站 ,然后 执行 下 面 的 规则 | 
Q. 如 果 分 隅 符 [Ai] 是 藉 人 村 斜 红 ,那么 令 m 为 下 村 斜 杠 的 李 级 ( 即 斜 杠 的 下 村 ), 令 S=i-in+1, 令 
Si=Ri, 其 中 Ri1s= "0 ,Rni= @i [AD]pxRnis>p/nci-]# ,Rak= G@kLAk]pxRnet>p[Ak]ck-1##k 
(S<k<i). 结 束 A3 规 对 
b. 如 果 分 蜗 符 [Ai] 不 是 普通 分 耻 背 也 不 是 下 斜 杠 , 那 么 令 Si="@i[AT]pcSit>p[Ai]ci-1 江 ”, 记 
[Ai]=[@iTA]ci 江 1 令 m 为 [Ai] 的 各 级 ,把 和 ii、 和 都 加 上 1 工 令 in insz、 .都 变 
成 1 重新 a.b.c. 
c. 砷 Q 或 b 的 情况 , 则 令 Si="@i [Ai]ci-1##" .结束 A3 规则 . 
注 : 这 个 规则 中 的 CC 表示 算 子 加 驶 员 .## 为 任意 序列 ;: 姑 * 要 么 是 以 高 分 隅 每 开始 网 序列 ,要 
么 是 空 序列 ;@ 为 转 认 值 序列 .@ 是 在 相应 的 @ 序 列 中 ,把 任意 [X] 分 aa 变 成 
p<X >p( 其 中 X 珍 了 第 1 个 参数 比 XX 少 1 其 余部 分 与 X 相 同 ) 后 所 得 的 序列 .@ 可 以 裁 取 
@@ 曲 一 部 分 进行 控 作 ,例如 [Ai 门 本 是 @@i 的 一 部 分 ,但 @@i 只 截取 [Ai 部 分 进行 控 作 . 
我 人 ?用 下 面 的 例子 来 解释 较 夏 杂 的 A3 规则 . 
{4,3[1[1~1VX2]2]2}={14<0[1~1/2]2>3}={4<Si>3}10=1[A1]=[1>1X2]:b) 
={4<3<S2z>3HeL2>3}(=2:[A2z]=/:a,s=1) 
={4<3<Ra 2>3>3j={4<343>~3<Raz1>3 人 >3>3)={4<3<3>343<Ra 2>3HeL2i>3>3>3} 
={4<3<3~343<3~3Ril>3 人 >3>3>3>3}={(4<343~3<343~340>3>3>3>3>3)】 
={4<3<3~343<3~3>3>3>3>3)} 
{4,3[1[1~1~3]2]2}={4<0[1~1~3]2>3}={4<Si>3}10=1[A1]=[1>~1>~3]:b) 


={4<3<S2>3 有 431>3}(=2.i2=1[A2z]=~;aS=2) 
={4<3<Ra 2>3>3}={4<3<3~3<Ra z>3~2>3>3}={4<3<3~343~3<Ril 2z>3~2>3~2>3>3】} 
={4<3<3~3<3~340>3~2>3~2>3>3}={44343~3<3~3~2>3~2>3>3} 
{4,3[1[1[2/32]2]2]2}={4x0[1[2/32]2]2>3}={4<Si>3}(=1TA;]=[I1T2/32]2]:b) 
={(434S2>3 有 2 人 二 3j=2:[Az]=[2/432]b) 
={4<3<3<53>3 人 [21>3>3}(=3,i2=2;[A3] 不 三 在 ;C) 
={4<3<341/32>3>3>3}={4<3<340/32>3[1/32]3<0/32>3[1/32]340/32>3>3>3】 
={4<3<3~3~3>3>3} 
{4,3[1[1[1X2/32]2]2]2}={(4<0[1[1/2/32]2]2>3}={(4<Si>310=1[A1]=[1T1X2/3212]:b) 
={4<34Sz>3 忆 Eee2Ht>3 人 2:[Az]=[1/2/432]b) 
={4<3<3<Sa>3HA2/2ji>3>3}(i=3,i2=2;[A3]=/:a,s=1) 
={4<3《3<Ra 3>3>3>3}={4<3<3<3<Ra 1>3 人 /32>3>3>3】} 
={4<3434343<Raz 2>3 岂 22l>3/32>3>3>3)】 
={4 上 .333<3<3<Ra 3>3 有 HA2/s221>3>3/32>3>3>3) 
={4<3<34343<343<Ri1>3 人 /32>3>3>3/32>3>3>3)】 
={4<3<33<3<343/32>3>3>3/32>3>3>3)} 
{4,3[1[1[1~3/32]3]2]2}={4<0[1[1~3/32]3]2>3}={4<Si>3}10=1[A1]=[1[1>~3/32]3]:b) 
={4<3<S2z>3HHe3/23>3)(0=2:[A2>]=[1>~3/32]:b) 
={4<3<3<S3>3[1~3/32]2>3>3}(i=3,iz=2:[A3]=~:Qa,S=2) 
={4<343<Ra 3>3[1~3/32]2>3>3}={443<3<3<Ra 2>3~2/32>3[1~3/32]2>3>3} 
={4<3《3<3《3<Raz 3>3[1~3/32]2>3~2/32>3[1~3/32]2>3>3} 
={4<3<3<3<3<3<Ril z>3~2/32>3[1~3/32]2>3~2/32>3[1~3/32]2>3>3} 
={4<3<3<33<3~2/32>3[1~3/32]2>3~2/32>3[1~3/32]2>3>3} 
{4,3[1[1[1/312]2]2]2}={4x0[1[1X312]2]2>3}={4<Si>3}10=1[A1]=[1[1312]2]1:b) 
={(4*3<52>3HEEMY3H22jt>3)=2:[Az]=[1/312]:b) 
={4<3<3S3>3HLT23>3)(0=3,i2=2:[A3]=,:C) 
={4<3<33<0/42>3/33 ,1>3>3>3}={4<34343/33>3>3>3} 
{4,3[1[1[1/31/32]2]2]2}={4x0[1[1X31X32]2]2>3}={4<Si>310=1:[A;]=[1[131432]12]1:b) 
={4434Sz>3HEEHM3 世 23 人 =2:[Az]=[1/31/32]:b) 
={4<3<3<S3>3HLD3>3}(=3,i2=2;[A3]=/3:a,S=3) 
={(4<3<3<Ra 3>3>3>3}={4<3<3<3<O/42>3/133<Raz 3>373 了 3>3>3】} 
={4<3<3<3/33<3<0/42>3/33<Ri 3>373 了 3>3>3>3} 
={4<3<3<3/3343/3340>3>3>3>3>3}={443<343/3343/33>3>3>3>3} 
{4,3[1[1[1[2/42]2]2]2]2}={4<0[1[1[2/42]2]2]2>3} 
={4*St>3j(=1[A1]=[1[1[2/42]2]2]:b) 


=(43<Sz>3HEHH2A4222]t>3)i=2:[Az]=[I[2/42]2]:b) 
={4<343<S3>3HE2A 22t>3>3}(0=3,i2=2;[A3]=[2/42]:b) 
={4<3<343<S4>3[2[42>3>3>3}(0=4.i2=3,13=2;:[A4] 不 好 在 ;C) 
={4<3434341/42>3>3>3>3)} 
={4<3x343x0/42>3[1/42]3x0/42>3[1/42]3x0/42>3>3>3>3} 
={4<3<3<3/33/33>3>3>3} 
Chris Bird 用 下 面 的 函数 表示 和 鸟 之 记号 的 权限 一 一 U 锰 数 . 它 的 征 义 如 下 : 
U(n)={3,n[1I1[1L1T1A1A2]2]2.]2]2]2}( 共 mn 后 [). 
U(1)=3, 因 为 底 尽 第 1 行 只 有 1 个 数 ,所 以 根据 规则 人 AL, 癌 个 数 阵 的 但 为 医 数 
BRp 3. 
U(2)=(3,2[1[1>~1>2]2]2)}={3<0O[1~1~2]2>2}={(1342<2><2>2>2}={(342/2[2]/2 
/2>2)}, 但 还 是 没有 超过 BEAF 所 能 及 的 范围 . 
U(3)={(3,3[1[1[17431/32]2]2]2)={13<3<4343/13343/133>3>3>3>3) 己 远 远 超过 
BEAF 所 能 及 的 沁 围 . 
想 朱 一 下 这 个 数 有 多 大 :ULGI(3)) 上 柱 表示 函数 达 代 的 况 数 ， 


到 此 已 穷 干 里 目 , 准 知 才 上 一 层 楼 . 


【6]1 超越 数 阵 


【613]1 图 论 疝 题 


【61131t+ree 凶 数 


设想 - 下 ,一 些 树 ( 树 的 定义 见 【4.33 节 ) 组 成 了 一 个 序列 ,不 妨 称 作 " 桂 列 " 
满足 下 面条 件 的 树 列 的 景 大 长 度 称 作 +ree(k). 
1. 树 列 的 第 n 个 树 至 多 有 n+k 个 顶点 ( 昌 括 根 ). 
2. 对 任意 i<j ,第 | 个 树 都 不 能 拓扑 成 为 第 j 个 树 的 子 图 . 
free(O)=1free(1)=2 ,free(2)=5 free(3) 则 至 少 是 262140( 目 前 还 未 码 宇 
+ree(3) 的 上 限 ). 我 们 甚至 不 能 确 挟 free(4) 的 上 .下 办 ,何况 free(5).+ree(6) 
tree(100)、+ree(+ree(3)) 李 数 . 
下 面 给 出 -种 说 明 free(3) 至 少 是 262140 的 树 序列 ; 
(以 下 用 mn 表示 序列 的 第 n-3 项 ,至 多 有 mn 个 顶点 .用 "() "表示 只 有 根 拘 树 "((O)) 表 示 从 根 
中 长 出 1 节 直 的 枝条 ,"((((O))) 思 表示 有 3 节 的 直 揭 树 ,"(()((O)) 六 和 "(((O)O 六 是 相同 拘 树 ,一 
天 地 ,括号 A 中 有 括 时 B 考 示 节 点 B" 长 在 节点 A 上 "一 个 叶 则 周 "x" 表 示 ) 


( 首 项 )4;:(XxXxX) 5:((x)(x)) 60:(((x)X)X) 
7A((((XX)))X) 8:(((((Xx) 力 X)) 9:((((xXX))X) 
10:(((Xx))X) 11:((((((((XX)X))7)7 力 12:(((((((XX)X)7))) 
13:((((((XX)XD)) 14:(((((xx)X)))) 15:((((xX)X)) 
16:(((xXx)X)) 17:((Xx)X) 


18:((((((((((((((((x)))77)777)77))7)X) 吏 省 说 "Alex), 其 中 Al 是 16 个 顶点 的 直 树 权 ,An 是 
n 个 顶点 的 直 树 枝 . 
19:(((A15x))) 20:((A15X)) 21:(A15X) 


22:(((((((A14x))))))) 23:((((((A14X)))7 力 ，。 ……. 28:(A14X) 


C9I(((((((((((((((A13x)]777]77] 力 ee 43:(Al3X) 

本 74:(Al12X) 1137:(A11X) 2 204:(Aiox) 519:(Aox) 
屋 和 1030:(Asx) .…，2053:(A7xX) ” .…， 4100:(Aex) 8195:(A5x) 
有 106380:(A4X) 32769:(A3X) 06055360:((X)X) 本 


131071:(Xx) 262142:(X) 
262143:(), 即 只 有 -个 根 揭 树 .这 样 的 序列 存在 ,就 说 明了 +ree(3) 至 少 262140. 
不 过 ,可 以 肯 皇 的 是 ,+ree(n) 的 增长 率 5S{n,n(1)2}&n 相近 . 


【01231of+ree 怨 数 


一 个 树 的 各 个 权 条 是 "左右 无 序 同 级 中 的 在 在 术 条 可 以 互 损 , 这 是 
+ree 问 是 如 果 一 个 树 的 枝条 是 因 生 了 在 在 的 ,例如 (X(X)) 和 ((X)X) 是 不 同 的 树 ， 
而 且 在 "容纳 “时 也 分 左右 二 容纳 于 (X((x))) 中 但 不 能 容纳 于 (((x))X) 
中 ,j 这 样 风 树 是 有 序 树 (ofree 问题 ), 满 足 【6,1131 世 中 条 件 的 有 序 树 列 的 最 大 

长 度 称 作 ofree(kK). 

ofree(O)=1.ofree(1)=2,ofree(2)=5 但 ofree(3) 就 与 free(3) 不 同 . 现 已 硒 
证 的 是 ofree(3) 的 下 限 ,用 后 面 第 【KZ 章 的 后 (X) 系 统 来 表示 ,就 是 
fur2z(fuxz (fu(2^ 人 人 ^6))), 比 +roogolplex 还 大 .ofree(3) 的 上 限 则 没有 确 息 ,而 
目 我 人 也 不 知道 ofree 函 数 拘 增 长 雁 如 何 , 我 人 只 各 道 它 的 增长 达 比 Tree 也 数 
大 而 已 . 


【61331TREE 甸 数 


代 ai 又 树 中 的 每 一 个 顶点 都 ; 作 上 | 郑 色 ， 书 就 ,是 三 人 外 有 巴 树 . 有 巴 树 刚 中 的 " 农 
纳 " 不 仅仅 需要 图 形 曲 容纳 ,还 需要 颜色 相同 .- 个 含有 3 个 红色 顶点 的 图 是 不 
能 容纳 于 只 有 2 个 红色 顶点 的 图 中 的 .不 过 ,TREE 问题 不 像 ofree 问题 那样 需 
要 "左右 有 序 ". 满 足下 面条 件 的 有 色 树 列 的 最 大 长 度 称 作 TREE(K). 
1. 树 列 中 的 顶点 总 共 至 多 有 kK 种 颜色 
2. 树 列 的 第 nh 个 树 至 多 有 mn 个 顶点 
3. 对 任意 ij, 第 1 个 树 都 不 能 拓扑 成 为 审 j 个 树 拘 子 图 . 


TREE(1)=1, 也 就 是 +free(O):TREE(2)=3. 但 是 ,TREE(3) 突 然 变 得 很 大 .如 果 
记 +reez(X)=+ree `(X)+Pree3s(X)=+Feez (X)( 镭 数 名 的 上 时 表 示 达 代 况 数 ), 那 么 
TREE(3)>frees(+freez(Tree(8))). 我 人 7 既 不 知 遂 TREE(3) 的 一 个 上 限 , 也 不 由 
着 TREE 了 凶 数 的 增长 这 如 何 . 


r6.1431 SC6 和 55C6 函数 


如 末 一 个 图 的 序列 满足 人 那么 它 的 景 大 长 度 称 作 SCG(k): 


1. 任 意 一 个 图 的 任意 一 个 顶点 的 度 至 多 为 3 
ee 个 图 至 多 有 n+k 个 顶点 (至 少 ，。 少 个 顶点 20 个 .也 就 是 说 ,可 以 有 空 图 (- 琢 是 图 
邓 列 的 景 后 人 


se jj, 第 | 个 图 都 不 能 拓扑 成 为 第 个 图 网 子 图 . 
如 果 一 个 高 单 图 的 序列 满足 下 面 的 条 件 , 那 么 它 的 最 大 长 度 称 作 SSCC(K): 
1. 任 意 一 个 图 的 任意 一 个 顶点 购 度 至 多 为 3 
2. 第 nm 个 图 至 多 有 n+k 个 顶点 (至 少 有 多 少 个 顶点 ?1 个) 
3. 对 任意 ij, 第 1 个 图 都 不 能 拓扑 成 为 寓 j 个 图 拘 子 图 . 

SCG(0)=6. 可 以 认为 ,第 1 个 图 是 一 个 顶点 连 1 个 环 ( 这 个 顶点 的 度 应 该 为 
2), 害 2 个 图 是 2 个 顶点 之 间 连 1 条 边 , 害 3. 4. 5 个 图 分 别 是 没有 边 的 3. 2. 
1 个 顶点 , 寓 6 个 图 为 空 .这 样 的 图 取得 "图 的 序列 的 长 度 ER 
经 大 到 用 E 基 记号 几 笠 表示 不 出 来 的 程度 ,用 E100g(##)100 来 表示 需要 "很 
杂 " 的 函数 g(X). 

SSC6(0)=1,SSC6(1D)=4,SSCG(2) 风 至 少 是 3x232 55 SSCG6(3) 大 到 即使 是 
TREE"(3) 都 是 几乎 不 可 能 超过 它 的 

SC6 函数 和 SSCG 函数 都 具有 大 约 是 U(n) 的 增长 率 .显然 ,SSCG 函数 比 
SCG 迎 数 入 弱 ,SSCGC(n)kSCC(n) ,不 过 SSCGC(3n+4)>23SCGC(n) 所 以 SCG 上 凶 数 
和 SSCG 邓 数 还 是 有 可 比 性 的 . 


【0 2 1]Loader.c 


曾 有 人 找 出 了 下 面 的 "比赛 ": 用 不 超过 512 个 字符 (不 计 空 格 ) 的 C 语言 代码 
表示 出 一 个 数 ,看 谁 的 数 大 .优胜 者 是 Ralph Loadenr, 下 面 这 段 代 码 就 是 以 他 则 
名 字 命 名 的 Loader.c: 


这 个 函数 所 息 义 的 D(X) 是 一 个 增长 很 快 的 函数 , 它 的 增长 率 甚 至 超过 了 铂 
之 记号 和 超 阶 乘 数 阵 曲 表示 能 力 .D(8)=496,D(9)=2031616. 在 这 个 代码 中 ， 
D(99) 就 大 于 21T30419 而 景 后 的 输出 D5(99) 则 远 远大 于 UU G)(3)， 


【6331 之 凶 数 


【060313 


设想 一 下 一 台 图 寻 机 , 它 只 有 hn 种 不 同 状态 可 以 使 用 , 它 只 能 在 一 条 纸 划 上 
活 动 . WAR 是 白色 的 ,图 天 机 可 以 翅 略 子 在 呈 色 与 白色 之 间 
转 损 .如 果 这 样 一 个 图 机 对 后 能 哆 停 下 来 ,就 称 作 busy beaver. 所 有 hn 状态 拘 
busy beaver 中 ,一 各 图 系 机 和 能够 " 扫 过 "的 属 子 区 域 所 全 的 最 大 属 子 数 记 作 
>(n). 

>(1)=1.z(2)=4.z(3)=6.Z(4)-=13. 下 面 是 Z(3) 的 景 优 明 

我 们 不 和 道 坟 5)，、 二 (6) 李 则 准确 值 ,只 和 道 (5)>4098， 
二 (6)>3.514x101827 

当 你 计算 过 (mn) 的 时 候 , 你 过 到 了 计算 很 入 却 不 能 停 下 来 
的 情况 ,你 却 不 则 道 这 种 图 灵机 到 底 属 于 "不 是 可 
beaver "或 "是 busy beaver, 但 没 计 算 完 "的 哪 一 类 .产生 这 0 
一 问题 的 根本 原因 是 "停机 问题 是 不 可 骨 的 ". 正 是 人 过 函数 成 了 一 个 "不 可 
计算 "的 煞 数 . 它 的 增长 率 非 常 大 ,超过 一 切 递 归 上 锰 数 ,超过 Loader.c 中 的 口子 


数 .二 (10) 远 远大 于 +rifri, 过 (25) 大 于 昌 立 恒 数 ,二 (150) 大 于 {3,3,3[1[1~3]2]2)， 
>(160) 则 大 于 Loader.c 的 景 后 输出 一 一 D2(99)， 


【63231 移动 揭 步 数 


下 面 这 个 子 数 与 二 子 数 具有 相近 的 增长 率 . 所 有 hn 状态 的 busy beaver 中 ， 
一 台 图 灵机 和 能够 进行 操作 的 最 多 步 数 记 作 BB(n).BB(1)=1,BB(2)=6,BB(3)=21， 
BB(4)=107. 我 们 不 了 道 BB(5)、BB(6) 字 的 准确 值 ,只 和 道 BB(5)>47176870， 
BB(6)>27.412x10323 -二 地 ,BB(n)>Z(n), 这 是 因为 图 灵机 在 运行 过 程 中 会 来 
回 移动 . 


【6.3,331 融 阶 鲜 赤 机 


一 台 预 言 机 除了 拥有 与 图 灵机 相同 的 功能 ,还 可 以 随时 解 出 任何 图 灵机 揭 
停机 问题 (但 不 能 解 出 预言 机 本 身 的 停机 问题 ), 也 就 是 说 ,过 函数 和 BB 邓 数 在 
预言 机 这 里 是 可 慎 的 .所 有 hn 状态 的 预言 机 busy beaver 中 ,一 台 预 言 机 能 鹃 
" 扫 过 "的 格子 区 域 所 含 的 景 大 属 子 数 记 作 过 zx(n), 能 哆 进行 操作 的 最 多 步 数 记 
作 BB2z(n). 这 2 个 函数 则 增长 率 远 远 超过 二 (nm 和 BB(n). 

下 面 , 我 人 杷 普通 图 赤 机 记 作 工 阶 图 天 机 ,把 预 言 机 记 作 2 阶 图 赤 机 . 议 想 一 
下 什么 是 3 阶 图 机 : 它 除 了 拥有 与 图 赤 机 相同 的 功能 ,还 可 以 随时 解 出 任何 1 
阶 或 2 阶 图 买 机 的 停机 问题 .所 有 hn 状态 的 3 阶 busy beaver 中 ,一 台 3 阶 图 
灵机 能 驶 " 扫 过 "的 格子 区 域 所 含 的 景 大 格子 数 记 作 过 3(m), 能 驶 进行 操作 的 景 
多 步 数 记 作 BB3(m). 这 2 个 孙 数 的 增长 率 远 远 超过 zx(n) 和 BB2(n). 

一 舰 地 ,m 阶 图 灵机 除了 拥有 与 图 灵机 相同 拘 功 能 ,还 可 以 随时 如 出 任何 小 
于 m 阶 图 灵机 的 停机 问题 .所 有 hn 状态 的 m 阶 busy beaver 中 ,- 台 m 阶 图 录 
机 能 够 " 扫 过 "的 格子 区 域 所 合 的 最 大 属 子 数 记 作 过 hn(n), 能 哆 进行 抬 作 的 最 多 
步 数 记 作 BBn(n). 


【6431 三 迎 数 


【641314 个 控 作 和 


下 面 我 们 息 义 一 些 返 作 答 , 这 里 的 每 -个 李 式 称 作 一 个 控 作 . 

一 元 抬 作 青 工 息 义 为 工 X)=X 

二 元 操作 号 长 请 义 为 K(xy)=X 

三 元 摊 作 每 S 息 义 为 S(Xy,Z)=X(Z,y(Z)) 

to S(K,S,K(IS))=K(K(I,S),S(K(I,S)))=K(GI,S)=I 

三 元 把 作乱 内 定义 如 下 : 形 如 Q(xy,Z) 的 结 购 , 如 果 X 经 -系列 返 作 可 以 变 
为 工 那 么 《2(X,y,Z)=y, 否 则 (2(X,y,Z)=Z. 


【04231 本 


我 们 翅 一些 操 作 生 写成 一 个 序列 ,如 SKS0CI. 我 人 从 最 在 户 开 始 对 它 进 行 
控 作 , 取 左 边 第 1 个 操作 只 作为 ER ,然后 根据 函数 名 取 左 边 第 2 个 ,第 2~3 
个 或 第 2~<4 个 哲 作 号 分 别 作为 一 元 、 二 元 、 三 元 函数 的 变量 .次 哲 作 完 后 ， 
如 果 只 有 一 个 单独 的 绷 号 (如 工 和 K 和 部 分 吕 曲 操作 ) 那么 好 这 人 人 变量 写 下 来 . 
如 果 得 到 一 个 子 数 ( 形 如 f(Xxy)) ,那么 让 于 X:. y 各 占 一 个 蔡 号 位 ,把 它们 放 在 
序列 的 前 3 位 . 

控 作 算 序 列 中 的 任何 一 个 都 可 以 是 男 一 个 " 摊 作 答 序 列 ", 如 
(SIK)(KS9J)K(CSI(SKI)020L)0I 工 . 

现在 ,我 人 ?可 以 得 出 几 个 小 结论 :I(X)##=x#， Ce 
S(x)(y)(z)##=X(z)(yz)##, 其 中 X、y、Z 为 序列 ,# 为 序列 或 空 


[ 6443 1] 征 义 和 数值 
一 个 序列 可 能 经 过 有 限 况 控 作 而 不 能 再 控 作 ,也 可 能 会 无 限 控 作 下 去 而 不 


能 停止 ,而且 你 无 法 判断 ,就 像 过 函数 - 样 .如 序列 
SII(SII)-=I(SII)J(I(SII))=SII(I(SII))=I(I(SII))(I(I(SII)))=I(SIIJ(I(I(SII)))= 
SII(I(I(SII)))=.…… 

就 是 无 限 操作 而 不 能 何止 的 序列 . 
三 函数 的 征 义 如 下 :从 一 个 含有 hn 个 撑 作 和 背 的 序列 开始 ,经 过 控 作 后 ,能 得 到 

的 景 大 的 有 限 的 输出 记 作 三 (n). 

三 (1)=1, 就 是 工 一 个 乱 号 ,无 需 运 算 . 

三 (2)=2,KI 即 可 ,无 需 运 萌 . 

三 (3)=3,S(II) 即 可 ,无 需 运 算 . 

三 (4)=4,S(SSS) 即 可 ,无 需 运 算 . 

=(5)=6,SSS(SI)=S(SI)(S(SI)) 

=(6)=17,SSS(SI)S=S(SI)(S(SI))S=SIS(S(SI)S) 
=I(S(SI)S)(S(S(SI)S))=S(SI)S(S(S(SI)S)) 
=5I(S(S(5I)9)9(S9(S4SI)S 放 ) 
=I(2(2(92(9I)2))(9(S(SI)9) 儿 SS4S49I)S 放 ) 
=5(2(2(5I)9)54S49I)9) 人 9(9(949I)9J)) 

=(7Z7)=51 

下 面 是 一 些 但 网 下 限 . 三 (8)298 ,三 (9)>167 ,=(10)>296 ,三 (11)2513. 

里 然 看 上 去 三 函数 好 假 增 长 得 很 平缓 (不 侵 TREE 凶 数 那样 ), 但 它 的 增长 率 

远 迁 超过 一 切 之 n(m), 芒 于 过 zxm(m 这 样 的 邹 数 | 


【64431 Arx 了 急 数 


(这 个 Aarex 在 这 里 又 插 了 一 野 )Arx 函数 的 征 义 如 下 : 
1.Arx(1.m)=108? 
2.Arx(n,1)= 三 (Arx(n-1.1)) 
3.Arx(n， ea 1m),m-1) 
这 个 函数 的 增长 紊 仅仅 是 比 三 函数 快 一 丁点 忆 而已. 第- Aarex 数字 于 
Arxllgis 100 1010"100) 
下 面 是 数 阵 扩展 到 了 一 行 ,并 增添 了 2 条 规则 ! 
4.Arx(a,b,c…y 沾 =Arx(ab,c…y) 


5. 对 于 至 少 3 个 参数 且 末 位 不 是 1 的 Arx 序 列 Arx(ab,c…y,Z), 翅 Z 去 挥 ,然后 Z 遇 面 
的 参数 全 部 变 成 Arx(ab,c…y,Z-1). 

需 = Aarex 数 各 于 Arx(1010"100 1010"100 1010`100)( 世 1010`100 个 1010'100) 

下 面 是 平面 型 的 数 阵 , 各 个 行 之 间 用 分 号 分 隅 ,行内 和 参数 之 间 用 返 号 分 虫 . 当 
任意 一 行 行 末 的 参数 为 1 时 ,可 它 省 去 . 当 第 1 行 只 有 1 个 参数 hn 时, 杷 nn 后 面 
四 一 个 非 1 揭 参数 mm 变 成 m-lm 前 面 同一 行 的 1 全 变 成 nm 前面 的 行 全 变 成 
由 hn 个 hn 组 成 的 行 . 审 一 行 的 计算 仍 控 前 面 的 规则 进行 . 

赴 三 Aarex 数 各 于 Arx(10! 10011 .12)( 共 100 20 个 人， 

下 面 是 多 维度 的 数 阵 , 各 个 行 之 间 的 分 隅 再 "可 以 写成 [ 革 ,而 [2] 风 是 
平面 的 分 隅 篆 ,[3] 是 各 个 3 维 空 间 的 分 隅 只 , 李 李 . 记 序 列 n^(1)="nn 要 n 
个 n), 序 列 hn (m+1)= nm)Imjn (m)[m]n (m)Imjn (m)"( 共 mn 个 nm“(m)). 在 由 
[m] 分 下 的 空间 内 ,如 果 出 现 了 末尾 的 1 就 怒 它 省 去 (这 点 跟 BEAF.， 和 乌 之 记号 
一 样 ). 然 后 , 当 第 工行 只 有 1 个 参数 n 时 ,把 mn 后面 第 一 个 1 的 参数 mm 变 成 
m-1m 前 面 的 任何 由 [kK] 分 隅 的 部 分 全 变 成 mn“(k). 第 一 行 的 计算 仍 拥 规则 1~5 
井 行 . 

需 四 Aarex 数 各 于 Arx(107 110[108 100]1T108 12]1....1[108 1]2)( 共 
1010`100 个 1) 


【Al]I 序 数 时 代 


注 : 本 章 为 总 结 高 ,你 可 以 在 这 里 找到 最 正式 的 表示 增长 率 记 号 
也 可 以 得 到 有 关 前 面 E## 记 号 和 BEAF 中 人 东 号 的 使 用 的 局 发 . 


【713ITf(CX)S WwW 


【71131 FECH 


我 人 从 量 测 单 的 运 和 视 


全, 证 义 一 个 从 序数 到 函数 的 映射 系统 
一 一 f(x) 系 统 (fasf-growing hierarchy ,高 称 FGH). 

f 一 地 宙 有 下 柠 .fo(x)=X“=X+l1 画 单 | 

fi(X)=fn (X)) 上 村 表示 函数 达 代 况 数 .如 fi(X)=fo (X)=X+1+1..+1( 共 X 个 
+1)=X+X=Xx2=2X, 我 们 称 它 的 增长 率 为 1- 最 地 ,下 村 为 A 丈 作 " 增 长 率 为 A". 
一 次 函数 就 具有 1 网 增 长 率 . 

f2z(x)=f 六 (x)=Xx2x2..x2( 共 X 个 x2)=X2” 增 长 率 为 2, 指 数 阵 数 .、 阶 科 
数 X^Xx 都 具有 这 一 增长 率 ,而 高 况 多 项 式 拘 增长 座 介 于 1 与 2 之 上 间 . 

人 f2(x), 因 为 fz(xX)>2x 所 以 f3(xX)>2 人 2 人 .2 人 X=E(2)Xx 并 xxx2. 不 写 
21TTx ,还 是 XTTx,E(x)x#x, 还 有 "X 放 进 一 个 正方 形 中 " ,都 具有 3 的 增长 率 
X^X^>X XXXx^x 椰子 数 的 增长 率 介 于 2 和 3 之 间 . 

f4(x)=f3x(x)>211TTx, 范 数 21TTx、xTTTx、"Xx 放 进 一 个 玉 边 形 " 都 具有 4 的 
增长 率 . 


f5(X)=f4x(xX)>21TTTTx ,名 数 2TTTTx、xTTTTx.、"x 放 进 -个 六 边 形 "都 具有 5 
的 增长 杰 . 


.上 议 


日 

局 
天 
TTT7 


/ 


接 下 来 是 fe(X)、f7(xX)、firiiri(X) 字 各, 但 它们 的 增长 率 都 是 "常数 ". 我 们 试 
着 改变 这 些 函 数 赐 增长 闻 fx(X). 这 拘 引 导 我 们 冲破 原始 递归 的 极限 一 一 


【71231w 与 序数 运 届 


fw(xX)=fx(X), 这 里 拘 册 不 是 变量 ,是 序数 , 它 代 表 着 一 个 序列 ;12,3.4,.….= 珊 
用 w[n]=n 表示 . 议 Q 是 序数 ,那么 a[n] 表 示 这 一 序列 拘 第 n FECH 中 ,序数 
可 以 这 样 殖 损 成 变量 :fui(xX)=fwx(x),fa(x)=fauxl(x)( 其 中 a 是 序数 )) 上 稍 头 、 下 
盘 头 、 多 边 形 表示 法 、 柯 部 量子 数 、En 坟 六 n 下 站 至 多 w 揭 增 长 率 . 
接 下 来 是 序数 拘 加 法 运算 .fi(xX)=fwx(x), 它 R 不 能 在 地 
+ 人 处 理 掉 之 就 进行 w[X]=X 的 符 损 .这 里 如 杷 看 成 一 个 序数 ,那么 
(w+1T)[x]=w+(1[x])=w+1.- 靓 地 ,对 任意 序数 ,(ai+az+.…+ani+tan)[X]=ai+a2+.… 
+an_ wine 而 常数 即使 作为 序数 仍 为 常数 ,如 1[n]=1.3[n]=3 +ri+pri[n]=+rifni 
字 . 草 立 恒 问题 中 的 6(n) 和 g(n), 以 及 康 感 旺 式 盘 号 中 提 ab 一 n2、BEAF 
中 II ,2 (也 可 以 写成 al 人 (mn) 都 具有 w+l 的 增长 率 (n 为 变量 )， 
类 似 的 ,fusz(X)=fusT(X) fu:s(X)=fus2(X)fuuw(X)=fusx (X), 这 里 w+w=wWx2 
(根据 乘法 的 定义 ) 届 号 为 2.fuz:i(X)=fuz (X),fuzsz(X)=fuzs7 0X)fus(X)= 
fu(x)=fu2xx(x).{fnnin,2}、En###n####n 和 nn 一 nn 具有 W2 提 增 长 率 ， 
而 {fn,nhnn,3}，、En###n####n###n 和 hnh 一 hn 一 hn 一 >n 则 有 WwW3 的 增长 率 .- 凶 地 ， 
(w(n+1))[x]=(wn+w)[X]=wn+(w[X])=wn+X. 
接 下 来 ,furz(X)=fuu(x)=fuxx(X), 这 里 w“[x]=(wxw)[x]=w(w[x])=wx.- 雪 
地 ,对 任意 序数 ,(aiaz...ahian)[X]=aiaz...ai(an[X]). 无 下 的 康 威 链 式 项 号 、 
En#####n 和 fn， nnn} 都 具有 必 的 增长 率 . 
序数 不 像 普 骨 数字 那样 具有 加 法 .乘法 交 损 律 ,如 flu(x)=fix(x)( 因 为 w 在 
景 右 边 , 所 以 处 理 它 , 先 替 损 成 U[X]=X)xfijx(1+Xx)=fuw(1+X)jcfw-(x)cfw:i(x), 由 此 
可 见 ,序数 1+w 比 w+l 小 .又 如 fzu(x)=fzxu(x)=fzx(x)cfzx(2x)=fu(2x)cfw(x) 
< 和 fw:i(X)xfuz(X), 因 此 2w 比 w+l 小 .实际 上 ,函数 fu(x)、fzw(X) 都 具有 wWw 的 增 
长 率 , 即 1+w=2w=w. 
一 舰 地 ,对 于 FCH 中 的 序数 aq 递归 时 总 是 先 从 在 边 开 始 , 碰 到 极限 序数 就 进 
行 序数 运 划 fu(x)=fauxl(X), 碰 到 后 继 序 数 就 进行 fui(xX)=fw(X) 的 递归. 
下 面 是 一 些 暴 型 贸 数 的 增长 率 : 


{nnnnn}、En######n 和 人 具 有 内 3 弗 增 长 率 , 这 是 康 威 链 式 短 号 拘 极 限 . 
{fn,nin112} 和 Cninin) 具 有 WwW3+w 网 增 长 率 
{fn,nninin, 岂 和 En 雯 2n 具有 内 揭 增 长 率 
{n,n(1)2}、En##"n 和 n(K) 具 有 ww 的 增长 牵 ,这 是 BEAF 中 单行 数 阵 的 权限 . 
{n,n,2(1)2} 具 有 WwW”+1 的 增长 率 {nn,3(1)2} 具 有 WwW”"+2 的 增长 率 
{n,n,n(1)2} 具 有 WwW”+w 的 增长 率 {nn,12(1)2} 具 有 w”+wWw+1 的 增长 率 
{fn,nn,2(1)2} 具 有 wu%+w2 则 增长 率 {fn,ninin(1)2} 具 有 wu%+w- 的 增长 率 
{fn,n(1)3} 具 有 wwx2=w%2 的 增长 率 {nn(1)4} 具 有 wy%3 的 增长 这 
{fn,n(1)m} 具 有 wuwxw=wv 拉 的 增长 率 ( 注 意 wwzwtw) 
{fn,n(1)n nm} 具 有 迪 的 增长 率 fnn(1)nin 和 具有 WwW% 的 增长 率 
{nn(1)(1)2} 具 有 ww2 的 增长 率 fn in(1)(1)(1)2} 具 有 wu3 的 增长 率 
{fnn(2)2} 和 En### <n 具 有 ww“ 的 增长 率 ,这 是 二 维 BEAF 数 阵 曲 权限 . 
{fnn(3)2} 和 En### 3n 具有 wu 3 的 增长 率 
{fnn(n)2}={fnin(0.1)2}=nn&n 和 En## #n 具 有 ww =3w 网 增长 率 
{fnn((1)1D)23=nn r&n 和 En 左 共 共 #n 具有 Wu uvw=4w 的 增长 率 
1)1)2}=m "nr&n 和 En## 基 芝 过 才 n 具有 ww 炎 ww=5w 由 增长 率 
这 里 "ww 应 理解 为 wTTm, 这 样 , 当 我 们 处理 "最 在 边 " 的 时 候 , 我 人 就 会 先 电 到 m 而 不 

ae 
rn&n，、En# 介 ##n、Hydra 函数 Circle 函数 都 具有 WwWfTTw 网 增长 率 ,这 一 增长 率 是 皮 亚 
话 公 理 体系 揭 权 也 . 

下 面 我 们 拘 介 绍 - 个 增长 率 也 是 wTTw 的 函数 ,以 傈 理解 序数 迎 归 网 次 序 


【71331 Goodstein 数列 


首先 定义 一 种 " 录 传 记 法 杷 一 个 数 写成 hn 进 制 的 形式 ,如 果 指 数 中 还 有 大 
于 hn 的 数 ,就 杷 它们 也 写成 hn 进 制 的 形式 .如 

26=24+23+2=22 +2214+2 这 是 以 2 为 底 的 遗传 记 法 
500=2x32+3-+3+2=2x33+32+3+2 这 是 以 3 为 底 的 遗传 记 法 
200001000030000=2x10!4+10?+3x104=2x1010"4+10?+3x104 这 是 以 10 为 底 的 喧 传 记 


给 定 一 个 数 m, 对 它 进 行 下 面 则 把 作 ; 
第 1 步 :把 这 个 数 写成 以 2 为 底 拘 遗传 记 法 ,然后 把 所 有 2 都 改 成 3 然后 杷 这 个 数 减 去 


n 步 (n>1): 杷 上 一 步 的 结果 写成 以 n+l 为 底 鬼 中 传记 法 ,然后 杷 所 有 h+l 都 改 成 n+2， 


然后 她 这 个 数 减 去 1. 
由 各 得 到 拘 数 组 成 CEoodsfein 数列 ,四 
控 作 后 得 到 拘 数 . 
ea 22 开始 ,前 7 项 分 别 为 22.7625597485016 .1.34078x10” 
1.9110126x10-5”” 2.6591198x103035” 3.7598235x108222 人 
6. ee 个 数列 会 疯狂 地 增长 . 
是 ,Goodsfein 征 理 告诉 我 们 ,不 篇 初 始 数值 是 什么 ,都 可 以 经 过 有 限 次 控 
靶 变 设 为 0, 即 这 个 数列 只 能 有 有 限 项 而 不 能 无 限 延 人 申 .下 面 网 表格 可 以 告诉 你 


项 为 初始 数 ,第 n+l 项 为 n 


你 应 该 扎 样 理解 这 个 证 


记 理 .( 数 值 都 用 中 传记 法 表示 ,以 7 为 初始 值 ) 


n= 项 数 +1 | 此 项 的 值 "对 应 "一 个 序数 

2 22+2+1 JW“"+UW+1 

3 335+3 Www+W 

4 44+3 Wuw+3 

5 52+2 Wuw+2 

6 66+1 Ww+1 

7 7 TD 

8 7x87+7x85+..7x82+7x8+7 W77+w67+wW57+wW^7+wW37+wW27+W7+7 

9 7x97+7x95+..7x9<+7x9+6 W77+w67+wW57+wW^7+wW37+wW27+W7+6 
10 7x107+7x106+..7x10“+7x10+5 W77+wW27+wW257+wW^7+wW37+W27+W7+5 
14 7x147+7x146+..7x142+7x14+1 W77+wW27+wW257+wW47+wW37+wW27+W7+1 

15 7x157+7x156+..7x152+7x15 W77+w67+wW57+wW^7+wW37+wW27+W7 

16 7x16“+7x16%+..7x16“+6x16+15 W77+w27+wWw57+wW^ 7+wW37+wW27+wW6+15 
17 7x17“+7x176+..7x17“+6x17+14 W77+wW27+wW27+wW^7+wW37+wW27+wW6+14 
30 7n'+7ne+...7nc+6n+1 W77+wW27+wW257+wW^7+wW37+wW27+wW6+1 

31 7n“+7ne+..7nc+6n W77+w67+wW57+wW^7+wW37+wW27+wW6 

32 7n“+7n9+..7n2+5n+31 wW77+w27+wWw57+w^7+wW37+wW27+wW5+31 
062 7n'+7ne+...7n2+5n+1 W77+wWw27+wW257+wW^7+wW37+wW27+wW5+1 
63 7n“+7ne+..7n2+5n W77+wW27+wW257+wW47+wW37+wW27+wW5 

64 7n“+7ne+..7nc+4n+63 W77+we7+wW57+wW^ 7+wW37+wW27+wW4+63 
127 7n'+7ne+..7n2+4n W77+w27+wW57+wW^7+wW37+wW27+wW4 

128 7n'+7ne+..7n2+3n+127 wW77+w27+w57+wW47+w37+wW27+wWw3+127 
255 7n'+7ne+..7nc+3n W77+wW27+wW257+wW47+wW37+wW27+wW3 

256 7n“+7n?+..7n2+2n+255 W77+w67+wWw57+wW^7+wW37+wW27+wW2+255 
511 7n“+7ne+..7nc+2n W77+w27+wW57+wW^7+wW37+wW27+wW2 
1023 7n'+7ne+..7ne+n W77+wW27+W257+W^7+W37+UW27+W 

2047 7n'+7ne+..7n- W77+wW27+wW257+wW^7+wW37+wW27 

2048 7n“+..7n3+6nc+2047n+2047 W77+we7+wWw57+wW^ 7+wW37+wW26+W2047+2047 


n= 项 数 +1 | 此 项 揭 值 "对 应 "一 个 序数 

4095 7n“+..7n3+6nc+2047n W77+wW27+wW27+wW^7+wW37+wW26+W2047 
8191 7n“+..7n3+6nc+2046n W77+w67+wWw57+wW^7+wW37+wW26+wW2046 
16383 7n“+...7n3+6nc+2045n W77+w67+wWw57+wW^7+wW37+wW26+wW2045 
32767 7n“+..7n3+6nc+2044n W77+wW27+wW27+wW^7+wW37+wW26+W2044 
fz(8)x22-1 |7n“+..7n3+6n2+2043n W77+wW27+wW257+wW^7+wW37+wW26+W2043 
fz(8)x22-1 |7n+..7n3+6n2+2042n W77+wWw27+wW257+wW^7+wW37+wW26+W2042 
f22(8)-1 7n7+.7n3+6n2 W77+wWwe7+wW57+wW47+wW37+W26 

f2“(8)x2-1 17n7+..7n3+5n2+(f22(8)-1)n W77+wW27+wW57+wW47+wW37+wW25+w(f22(8)-1) 


f2(8)x2<-1 


7n“+..7n3+5n2+(f22(8)-2)n 


W77+we7+wW57+wW47+w37+wW25+w(f22(8)-2) 


fz (8)x2 -1 


7n“+..7n3+5n2c+(f22(8)-3)n 


W77+we7+wW527+wW47+wW37+wW25+w(f22(8)-3) 


f23(8)-1 7n7+.7n3+5n2 W77+we7+wW57+wW47+wW37+wW25 

f2 (8)-1 17n7+..7n3+4n W77+we7+wWw57+wW^7+wW37+wW24 

f2>(8)-1 17n+7n3+3n W77+wW27+wW257+wW^7+wW37+wW23 

f26(8)-1 7n7+..7ns+2n2 W77+we7+wWw57+wW47+wW37+wW22 

f27(8)-1 17n+7n3+n W77+W27+W257+W47+W37+ 

f3a(8)-1 7n“+..7n W77+wWwe7+wW57+wW^7+wW37 

f3(8) 7n“+...7n+6n3+(f3(8)-1)n W77+wW27+wW257+wW47+wW30+wW2(f3(8)-1) 
+(f3(8)-1)n+f3(8)-1 +w(f3(8)-1)+f308)-1 

f3 (8)-1 7n7+.7n4+r6ns W77+wWwe7+wW57+wW47+W36 

f3“(8) 7n“+..7nm+5n3+(f32(8)-1)n W77+wW27+wW257+wW^7+wW35+wW2(f3 (8)-1) 
+(f3 (8)-1)n+f3“(8)-1 +w(fs“(8)-1)+f3“(8)-1 

f33(8)-1 17n7+..7n4+5n3 W77+wW527+W57+wW47+wW35 

f34(8)-1 17n7+..7n4+4ns wW77+wWe7+wW57+w47+w34 

f35(8)-1 17n7+..7n4+3n3 W77+wWwe7+wW57+wW47+wW33 

f3e(8)-1 17n7+.7n4+2n3 W77+wW27+W57+wW47+wW32 

f37(8)-1 7n7+.7n4+n W77+wW67+wW57+wW^7+W3 

f4(8)-1 7n“+..7n 4 W77+wW27+wW27+wW“7 

f4(8) 7n“+...7n5+6n +(f4(8)-1nm3 W77+we7+wWw57+wW^6+w3(f4(8)-1)+w<(f4(8)-1) 
+(f4(8)-1T)n-+(f4(8)-1)n+f4(8)-1 +wW(f4(8)-1)+f448)-1 

f42(8)-1 17n+..7n5+6n W77+wW67+wW57+wW^46 

f4-(8) 7n“+...7n5+5n +(f42(8)-1)n3 W77+we7+wWw57+wW45+w3(f42(8)-1) 
+(f4 (8)-1)nc+(f4 (8)-1)n+rf4 (8)-1 +W“(f4 (8)-1)+w(f4(8)-TD)+f4 (8)-1 

f43(8)-1 17n7+..7n5+5n? W77+wW527+W57+wW45 

f44(8)-1 17n7+..7n5+4n4 wW77+w27+w57+w44 

f45(8)-1 7n7+.7n5+3n4 W77+wWwe7+wW57+wW43 

f46(8)-1 7n7+..7n5+2n4 W77+we7+w57+w42 

f47(8)-1 7n7+.7n5rn W77+wWe7+wW57+w 

f5(8)-1 7n“+..7nm W77+wW?27+wW27 


n= 项 数 +1 | 此 项 的 值 "对 应 "一 个 序数 

f5(8) 7n'+7ne+6n5+(f5(8)-1)n4+(f5(8)-1)n5 |w77+we7+w56+wW4(f5(8)-1)+w3(f5(8)-1) 
+(f5(8)-1)nc+(f5(8)-1)n+rf5(8)-1 +wW“(f5(8)-1)+w(f5(8)-1)*f5(8)-1 

f5(8)-1 7n'+7no+6n5 W77+we7+w56 

f5“(8) 7n'“+7ne+5n5+(f52(8)-1)n4+(f52(8)-1TD)n3|w77+we7+w55+wW4(f52(8)-1)+w3(f52(8)-1) 
+(f5“(8)-1)nc+(f5“(8)-1)n+f5 (8)-1 +wW“(f5 (8)-1)+w(f5-(8)-1)+f5 (8)-1 

f53(8)-1 17n7+7no+5n5 W77+we7+w55 

f54(8)-1 |17n7+7ne+r4n5 wW77+wW27+w54 

f55(8)-1 17n7+7no+3n5 W77+we7+w53 

f5e(8)-1 17n7+7no+2n5 wW77+w67+w52 

f57(8)-1 17n'+7no+n5 W77+wW27+w5 

fe(8)-1 7n'+7n? WZ7+we7 

fe(8) 7n7+6n6+(fe(8)-1)n5+(fe(8)-1)n wW77+w2%6+wW2(fe(8)-1)+w4(fe(8)-1) 
+(fe(8)-Dn +(fe(8)-Dnc+(fe(8)-Dn |+w (fs(8)-Drw-(fe(8)-1)+w(fe(8)-1) 
+fe(8)-1 +fe(8)-1 

fe2(8)-1 17n7+6n6 wW77+w56 

fs3(8)-1 | 7n7+5n6 wW77+wW55 

fe“ (8)-1 17n'+4n9 W77+w24 

fs5(8)-1 17n7+3n6 W77+w%3 

fee(8)-1 17n7+2n6 wW77+w%2 

fe“(8)-1 7n7+n6 W77+w? 

f7(8)-1 7n/ wW/7 

f7(8) 6n“+(f7(8)-1D)no+(f7(8)-Dmz wW76+w'"(f7(8)-TD+w-(fz(8)-1D)+w“(fz(8)-1) 
+(f7(8)-1D)m +(fz(8)-1D)m+(fz(8)-1D)n |+w-(fz(8)-D+rw-(f7(8)-D+w(fz(8)-1) 
+(fz(8)-1)n+f7z(8)-1 +fz(8)-1 

f72(8)-1 16n7 册 76 

f7z3(8)-1 1 5n7 W75 

f7z4(8)-1 14n7 wW74 

fz5(8)-1 13n/ wW73 

fz"(8)-1 12n7/ WwW72 

fz7(8)-1 |m7 凯 7 

f7/(8) (f7(8)-Dncr(f7 (8)-Dm we(f7(8)-Drw-(f7 (8)-D)+w (f7 (8)-1) 
+(f7 (8)-Dn +(f7(8)-Dm- +W(f7 (8)-Drw-(f7 (8)-D+w(f7(8)-1) 
+(f7/(8)-1)nc+(f7 (8)-1)n+f7 (8)-1 +f7“(8)-1 

fa(8)-3 2 2 

fas(8)-2 1 1 

fs(8)-1 0 0 


杷 从 hh 开始 揭 Coodsfein 数列 的 项 数 记 作 G(n), 称 作 Coods+ein 凶 数 .( 不 要 


与 葛 立 恒 数 中 提 到 曲 函 数 相 混 满 ) 于 是 6(1)=2,.6(2)=4,6(3)=6,6(4)=f3(3)-2 


=3x2 -2.6(5)=f4(4)-2.6(6)=fe(6)-2.6(7)=fas(8)-2( 见 上 表 )， 
6(8)-=fuii(3)-2.6(12)=fua(f3(3))-2 由 大 于 蔓 立 恒 数 
内 在 FECH 中 ,序数 的 角 归 由 "指数 "开始 

指数 那样 ,任何 记号 都 有 "底数 ". "指数 "之 说 .w 字符 损 成 WU[X]=X, 就 发 生 在 插 
要 递减 的 "指数 "和 和 "驾驶 出 "中 .如 3+2w 中 ,3 为 底数 ,2w 为 指数 ;2w 中 ,2 为 
数 ,W 为 指数 .akb 中 心 为 底数 ,b 为 指数 :axb 中 心 为 底数 ,b 为 指数 :as 中,a 为 底 
数 ,b 为 指数 :"a 中 , 心 为 底数 ,b 为 指数 . 

康 威 链 式 租 号 和 E## 结 购 中 ,递归 时 只 有 最 在 边 2 个 数 会 发 生变 化 ,所 以 饭 
1 是 "指数 "; 而 在 BEAF 中 ,递归 时 指数 和 驾驶 员 都 发 生变 化 ,它们 都 是 这 里 的 
“指数 ,如 fwuwituwzl(5)=flu5115wz2(5). 
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【721318g 急 数 


灾 际 上 ,我 们 在 FCGH 中 不 使 用 侧 康 成 链 式 前 号 、E#、BEAF 之 类 的 东西 ， 
而 是 用 更 大 的 序数 .下 面 我 人 引入 一 个 序数 函 数 一 一 8 函数 . 它 的 一 种 证 义 如 下 : 

1.s(O0)[1]=w 

2.8g(O)J[n+1]=wstoinl 

3.s(a)[n]=g(a[n]), 此 外 a 为 极限 序数 

4.s(a+1)[1]=g(a) 

Eeeyme 

扣 说 ,g(O) 表 示 的 序列 是 WwW -ww ~ www ww ww， 因此 g(O)= WwW 

正如 和 2w 和 2 都 村 于 WwW 一 样 W+g(0). wxg(0) 和 ws 都 村 于 sg(O). 而 E(1) 


则 字 于 sg(O)TTw,sg(ar1) 李 于 sg(a)TTw. 
另外 ,下 面 的 征 义 ( 逢 2 征 义 ) 可 以 得 出 相同 增长 率 的 sg(O), 而 且 可 以 和 后 面 
的 中 结 物 相对 应 : 
1.s(O0)[1]=w 
2.sg(a+1)[1]=g(a)+1 
3.s(a)[n]=g(a[n]), 此 从 a 为 极限 序数 
Ce 
甸 数 还 可 以 这 样 表 达 :g(a)=wTT(w(1+a)). 
下 面 是 一 些 暴 型 记号 网 增 长 率 .(g(a) 可 以 写作 gu 此 处 变量 为 nm) 


BEAF 乌 之 记号 增长 率 
"ne&n {nno2} 80 
{nno3} 802 
"n+1lkn {nnon} 8oW 
{nnol2} 8EoW+1 
{nna2,2} go(wW+1) 
tnnon,2} gow2 
{nnan,3} 80W3 
nn+2&n {nnonn} go 
nn+3&n fnnonnn} goW; 
"n+n&n {nno1l[2]2} 80WU"” 
"n+nx2&n {nnol[2]1[2]2)} 8Eow% 
nn+ne&n {nnal[3]2} gowuw“ 
nn+n3&n {nnal1[4]2} gowuw 3 
nn+nn&n {fnnol[12]2} gowUw 
nn+nn "&n {nnal[1[2]2]2) EoWu 岂 
"n+rnn""&n |{nnol[1[12]2]2) 本 
nnx2&n {nnalo2} 5 
nnx2+1&n {nnalonm} go“cwW 
nnx3&n {nnololo2} 前 
"nxnkn {n,n[[2]]2) 80" 
nnxnx2&n {fnn[[2]]1[[2]]2} 0 
"nxne&n {fnn[[3]]2} 人 
nxn en tnn[[4]]2} go" 
"nxnn&n {nn[[12]]2)} 0 
nnxnm&n {fnn[[2.2]]2} 5 
mxn en (tnn[[13]]2} 2 


BEAF 乌 之 记号 增长 闻 

nnxnn3&n {fnn[[1.4]]2} 9 

nnxnn <&n {fnn[[112]]2} 羡 几 几 “ 

nnxnn 3&n {fnn[[1112]]2} 人 

nnxnn n&n {fnn[[1[2]2]]2} 区 昌 

nnxnnn nan |{nn[[1[12]2]]2} 省 风 

nnxnn nnn&n |{nn[[1[1[2]2]2]]2} 人 

(Cn)“&n {tnn[[152]]2) go “go 

("n)3&n {fnn[[153]]2} go^go^2 

(n) &n {fnn[[15n4]]2} go^go^3 

(Cn)Qn {n,n[[1512]]2) so “go WwW 

("n)n "&n {fn.n[[151[2]2]]2] go^go^wu 

min&n {fnn[[1a1o2]]2} go^go^go 
{fnn[[1s153]]2} 80 80 (8o2) 
{n,n[[1o1otl1co2]]2) 8o “so “8o ”2 
{nn[[1[[2]]2]]2) go “go “go ^w 
{nn[[1[[3]]2]]2) go “go “go 
{n.n[[1[[12]]2]]2) go “go go wy 
{nn[[1[[112]]2]]2} go^go^go^w" “ 
ftnn[[L1[[1[2]2]]2]]2) go^go^go ww" 
ftnn[LL[L!L3]2]]2]]2) go^go^so^ww 
{tnn[LL[L![1.2]2]]2]]2) go^go^so^ww w” 

nl&n {nn[[1[[152]]2]]2) go “go “go ^go 
{nn[[L![[152]]3]]2) 80 80 (Eo gox2) 
ftnn[LL[L[1o2]]1.2]]2) 80 “go (so “~goxwW) 
ftnn[LL[L[1o2]]![L[152]]2]]2) go“sgo“(go“zo) 
{nn[[![[2=2]]2]]2) 80 80 (80 go) 
{nn[[1[[1252]]2]]2) go^go^(go^go)w 
{nn[[LI[[153]]2]]2) 8o “go “go “so 2 
{nn[LI[[154]]2]]2) go “go “go go “3 
{nn[[L![L1512]]2]]2) go “go “go go^w 
{tnn[LL[[1511.2]]2]]2) go “go “go “go 岂 
{tnn[LL[[1o1[2]2]]2]]2) go “go go^go "wy 
{tnn[LL[L[1o1[3]2]]2]]2) go^go^go^go^wu 
ftnn[LLI[[1o1[12]2]]2]]2) go^sgo^go^go^wuw”" 

msn&n {nn[[1[[1s1a2]]2]]2} 5 62c0”60 
{tnn[LI[L[1o2o52]]2]]2} 8o “go “go “so (sor1) 
ftnn[LL[L[153o52]]2]]2} 8o “go “go “go^(Eor2) 


BEAF 久之 记号 增长 率 
{nn[L![L1s153]]2]]2} go “go ^go “go ^(go2) 
{nn[LI[L1s154]]2]]2} go “go ^go “go ^(go3) 
{fnn[[LI[L[1s1o1o2]]2]]2) go “go “so “go “go “2 
{nn[[![[1s1o2o52]]2]]2} go “go “go^go^(Eo+go) 
{fnn[[L![[1s1o1o3]]2]]2) go “go “go^go (022) 
{fnn[[L![[1n1o1o4]]2]]2) go^go^go “go^(Eo73) 
{n,n[[1[[1 1D1o1l 2]]2]]2} go “so ”~go ”sgo ”so ”3 
{n,n[[1[[1 1D1o1ol 2]]2]]2) so“~sgo ”~go ”sgo ”so 4 
{n,n[[L1[[1[[2]]2]]2]]2) go “go so “go “go w 
{n.n[[L1[[1[[3]]2]]2]]2) go “go “go`go “go ww 
{n.n[[LI[[1[[1.2]]2]]2]]2) go “go go^go “go“w" 
{n,n[[L1[[1[[![2]2]]2]]2]]2) go^go^go'^go^go wu" 

nl&n {n.n[[LI[L1[L[152]]2]]2]]2) 8o “go “so `go “go `go 

nl&n {nn[[I[LL[L1o1o2]]2]]2]]2} go “go “so “go“go “go ^go 
nl&n {nn[[L1[L1[L![L[1o2]]2]]2]]2]]2) go “go^go “go^sgo “go “go^go 
ne&n {nn[[[1]]2) si 

”nl&n {nn[[[[1]]]2} gz 

ncn&n {fnn[1/12]2} Eu 

ncrnn&n {fnn[1/2.2]2} 河 

n ccn&n {fnn[1/3 ,2]2} gw:z 

ncn&n {fnn[1/13]2} guaz 

n crnn&n {fn.n[1/2.3]2} Eu2il 

n “3n&n {fnn[1/1.412} gu3 

n 3n&n {fnn[1/11212} Si 

n 4n&n {fnn[1/111.212} 3 

nnn&n {fnn[1/1[21212} 区 

nn<n&n {fn.n[1/1[31212} EU 

nn3n&n {fn.n[1/1[41212} 

nnnn&n {fnn[1/1[12]212] gunwru 

nnnnn&n {fn.n[1/1[1[2]212]2} ER 

nnnnnn&n |{fnn[LV1[1[12]12]212) 总 

nTTnTTneAn {nn[1/X1o2]2]2) 8(8o0) 
{n,n[1/2o2121]2} 8(Eo+1) 
{n,n[1/12o2]2]2)} 8(Eo+W) 
{n,n[1/1[2]2o2]2]2} 8(Eo+wW”") 
{n,n[1/1o3]2]2) 8(802) 
{fn,n[1/151o2]212} g(Eo) 


BEAF 久之 记号 增长 率 
{tn,n[L1Z1[[2]]2]2]2} 8(8o ) 
tnnLIZL[[12]]2]2]2) g(Eov"“) 
tnn[L1ZL[[1a2]]2]2]2) 8(80 80) 
tnnL14LL[[1]]]2]2]2) 8 
tn,nLIZL[[[[ 巧 ]]]2]2]2) 8(82) 
{fn,n[1/1[1/12]212]2} g(Euw) 
{fnn[1/1[1/2,2]2121]2} g(Euw:1) 
{fn,n[1/1[1/13]212]2} g(Euz) 
{fnn[1VX1[1112]2]2]2} g(Eu"2) 
{fnn[1VX1[1/1[2]2]2]21]2} g(Eunuw) 
{fnn[1/X1[11[12]2]2121]2} g(Euwnuw) 

nTTnTTnTTn&n fnn[1VX1[1X1n2]2]212) g(E(Eo)) 
tnnL1ZLLIZLL[[1]]]2]2]2]2) EUE(E1)) 
{fn,n[1/1[1/X1[1X1212]2]212] g(E(Euw)) 
{fnn[1VX1[11[1/1[2]2]2]21212} g(E(Eucw)) 

nTTT5&n {fnn[1VX1[11[1/1n212]212]2} g(E(E(Eo))) 
nTTT6&n {fnn[1VX1[11I1X1[1X1n2]2]2]2]2]2} | sg(g(g(g(go)))) 


昌 然 E 是 一 个 子 数 ,但 对 于 达 代 ,我 们 并 不 系 用 像 FEH 那样 的 结 履 (如 
是 直接 引入 另 一 个 更 大 的 序 


gli(n)=g (n)=g(E(.g(g(n)))) ,gmst(n)=g (Cn))， 而 
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下 面 是 上 了 锰 数 则 和 证 义 :( 当 nm 起 向 w 时 序数 a[n] 赵 向 da) 


1.5(0)[1]=g(O9) 

2.5(a+1)[1]=C(a)+1 
3.C(a)[n]=Z(a[n]), 此 处 da 为 由 限 序 数 
ea 


下 面 是 hh 函数 的 征 义 :( 当 nm 起 向 w 时 序数 a[n] 赵 向 q) 


人 

2.n(ar1)L1]=n(a)+1 
3.n(a)[n]=n(a[n]), 此 处 a 为 极限 序数 
4. n(a[n*T=-enta)[n]) 


需要 注意 的 是 ,+C(d、 2x5(a)、 2 WwW" 和 8(C(a)) 都 宪 于 5(a), 而 1+n(a) 
2xn(a)，2n@，uwnra，s(n(a) 和 Zn(a)) 趣 竺 于 Ka) 下 面 是 -此 委 型 记 时 风 志 


数 . 


长 率 .(C(ad) 可 以 写作 Zn(a) 可 以 写作 hu, 此 处 变量 为 m) 


BEAF 久 之 记号 增长 率 
nTTTnen {n,n[1/1/2]2) Zo 
{n,n[2/1/2]2} Zou 
{nn[1o2/1/21]2} Co“~go 
{fnn[1[[1n2]]2/1/2]2} Co^go- 
tnn[L1[LI[L152]]2]]2Z142]2) Co go go 
tnnLL[[[]]2Z142]2) Co 8l 
{n,n[1[1/12]2/1/2]2) Co “~guw 
{n,n[1[1/1 2]2/1/2]2} Co ”~g(8o) 
{n,n[1[1/X1[1X1o2]2]2/1/X2]2} Co“~g(E(Eo)) 
“(nTTTn)&n {fnn[1[1X1/2]2/1/21]2} EC 
{n,hn[1[2/1/2]2/17/2]2} Co ”Co “~wW 
{n,n[1[1o2/1/2]2/1/2]2) Co ”~Co ”go 
{n,n[1[1[1/1o2]2/1/2]2/1/2]2) Co “~Co ”~go go 
3(nTTTn)&n {fnn[1[1[1M1VX2]2/1V2]2/1/X2]2} 7 
“(nTTTn)&n {fnn[1[1[1[1X1/X2]2/1/2]2/1VX2]2/1V2]2} | 7Zo^7zo^zo^zo 
"(nTTTn)An {n,n[1/2/2]2} 8(Co+1) 
{n,n[1/3/2]2} 8(Co+2) 
{n,n[1/12/21]2)} 8(Co+W) 
{n,n[1/1 2/2]2} 8(Co+80) 
{n,n[1/X1[1/1VX212/2]2} 8(Co2 ) 
nTTTn+lyen |{nn[1/X1[1X2/2]2/2]2) gf(E(Co+1)) 
nTTT(n+2j&n | {nn[1V1[1V1T1X2/X2]2/2]2/2]2} gf(E(E(Co+1))) 
nTTT{n+3)&n |{fnn[1V1[1VX1I1V1[1MX2/V2]2/2]2/2]2/2]2}| sg(g(s(s(Zo+1)))) 
nTTT(nx2y&n (nn[1/17Z3]2} Zi1 
{n,n[1/2/3]2} 8(Ci+1) 
{n,n[1/12/31]2)} 8(Ci+W) 
{n,n[1/1o2/3]2) 8(Ci+g8o) 
{n,n[1/1[1X1VX2]2/3]2) 8(Ci+Co) 
{n,n[1/1[1Z1V3]2/3]2) 8(C12) 
{n,n[1/X1[1VX1[1Z1X3]2/3]2/3]2) 8(E(C12)) 
nTTT(nx3y&n (nn[1/1/4]2} Z2 
nTTT(nx4}&n (nn[1/14Z5]2} Z3 
nTTTn2}e&n {fnn[1/1/12]2)} 0 
nTTTnTTny&n (nn[1MLL1o2]2} C(go) 
nTTTnTTTnen (nn[I1VL1X1T1X1VX2]2]2} Z(CZo) 
nTTTT4w&n {n,n[14/1VZ1[1X1VZ1L11VX2]2]2]2} Z(C(Zo)) 


BEAF 乌 之 记号 增长 率 
nTTTT5wAn {n,n[14Z1VL1L[1ZL1Z1I1Z1ZA1L1X1Z2]2]2]2]2}》 CCCCC(CCo))) 
nTTTTnaAn {n,n[1/1/1/2]2)} no 
{n,n[1/2/1/2]2} 8(no+1) 
{n,n[1/3/1/2]2} sf(no+2) 
{nn[L1/1[11IV1/2]2/1/2]2} s(no2) 
{fn,n[1/1/2/2]2} CCno+1) 
{n,n[1/1/3/2]2} C(no+r2) 
{nn[1/L1[IV1/1/2]2/2]2} z(no2) 
nTTTTnx2y&n (fnn[1/1417Z3]2} nl 
nTTTTnx3y&n (fnn[1/Z1Z1Z4]2} n2 
nTTTTnTTTTnenl{fnn[1X1VX1VX1TL1VL1V1V2]2]2} n(no) 
nTTTTT4&n {n,n[1/1/X1VX1I1VL1VLV1T1XLV1X2]2]2]2} n(n(no)) 


对比 一 下 8 【CC 和 hn 的 息 义 (E 使 用 第 2 征 义 ) 可 以 认为 ,gs(O0) 是 dr->wW“< 的 第 
一 个 序数 不 动 点 , 它 李 于 Www^w^:E(1) 是 ar->wq 的 害 2 个 序数 不 动 点 , 它 字 于 
wW^w*^..w*^(E(O)+r1)Eg(n) 是 au2 的 串 n+r1 个 序数 不 动 点 , 它 字 于 
wW^w^..w*^(g(n-1)+1).Z(O0) 是 dr->g(a) 的 害 一 个 序数 不 动 点 , 它 李 于 g(g(E(.)))， 
C(n) 则 是 dg(a) 的 第 n+l 个 序数 不 动 点 .n(O) 是 do->C(ad) 的 第 一 个 序数 不 动 点 ， 
它 李 于 Z(CC(.))n(n) 风 是 a->C(a) 的 第 n+1 个 序数 不 动 点 .现在 ,我 们 杷 这 几 个 
锣 数 的 不 动 点 统一 起 来 ,成 为 下 面 的 锰 数 


【7331 和 凶 数 


现在 ,我 人 7 杷 g(a) 写 作 中 (1a), 翅 5C(a) 写 作 中 (2.a), 翅 n(a) 写 作 (3.a) ,而 
(0,a)=w< 它们 号 合 下 面 拘 规则 ;:( 注 意 , 当 nm 起 向 w 时 序数 a[n] 趋 向 a) 


1.8(0 pp)=wb 


2.y(a+1.0)[1]=p(a.O) 
3.9(ap)[n]=p(ap[n]) 此 处 户 为 四 限 序数 
4.9(ar1p)[n+1]=ptap(arlp)[n]) 
5.p(aO)[n]=p(a[n],0), 此 处 a 为 胃 限 序数 
6.p(a,p+1l)[n]=p(a[n],p(ap)+1) ,此 外 a 为 胃 限 序数 
通俗 一 点 说 ,(a+10)=p(ap(a (ap(aO))...))( 共 WwW 个 )， 
(a+1p+1)=p(ap(ap(ap(ar1p)+1))( 共 ww 个 四 .用 序数 不 动 点 来 嚼 
释 ,p(a+r1n) 就 是 bp 一 (ap) 的 第 n+r1 个 序数 不 动 点 . 
下 面 是 一 些 昌 型 记号 拘 增 长 率 .( 此 处 变量 为 m) 


BEAF 与 之 记号 增长 挛 

nT2n&n {fn,n[1/1/1/1/21]2} (4.0) 

nT{nx2j&n |{nn[1I/1113]12)} (4.1) 

nT2nT2n&n {fn,n[1/1/1/11I111V1V2]2]2) (4.p(4.0)) 

nTe4&n {fnn[1IV1L1L11TUV11L1V1TV111V2]2]2]2)|9(4,8(4.p(4.0))) 

nTen&n {fnn[1V1V1VX1V1VX2]2} (5.0) 

nT“n&n {fn,n[1/X1/X1/1V1VX1VX2]2} (6.0) 

nTn&n {n,n[1[2]/2]2)} p(w,O) 
{n,n[2[2]/2]2} 中 (w,O) 
{n,n[1o2[2]/2]2)} p(w,O) ”~go 
{fnn[1[1MX1/2]2[2]/212} (w,O)^zo 
{fnn[1[1[2]/2]2[2]/2]2} p(w.O)^gb(w.O) 
{fnn[1[1[1[2]/2]/2]2[2]/2]2} p(w,O)^g(w,O)^g(w .O) 
{fnn[1/2[2]/2]2} g(p(w,O)+1) 
{fnn[1/1/2[2]/2]2} Z(g(w,O)+1) 
{n,n[1[2]/3]2) 中 (w ,1) 
{n,n[1[2]/4]2) p(w,2) 
{n,n[1[2]/12]2} p(w, 册 ) 
{n,n[1[2]/2,2]2)} 中 (wWw,W+1) 
{n,n[1[2]/3.2]2)} (WwW,wW+2) 
{n,n[1[2]/13]2} (WwW,wW2) 
{n,n[1[2]/14]2} p(w,wW3) 
{fnn[1[2]/112]2} (ww 
{fnn[1[2]/1[2]21]2} (wwW%) 


BEAF 各 之 包 污 增长 挛 
{n,n[1[2]/1o2]2} 中 (w,8o) 
tnn[1[2]/1L1L2]/2]2]2) pw, 中 (w,O)) 
tnn[1[2]/11L2]/1LLL2]/2]2]2]2) pw, 中 (w, 中 (w.,O))) 

nTn&n {n,n[1[2]/1/2]2) (w+1.0) 
{n,n[1[2]/2/2]2} 中 (w, 中 (w+1.0)+1T) 
{n,n[1[2]/3/2]2)} p(w, 中 (w+1.0)+2) 
{n,n[1[2]/12/2]2) p(w, 中 (w+10)+wW) 
{n,n[1[2]/1[2]2/2]2} p(w, 中 (w+1.0)+wW”) 
{n,n[1[2]/L1[1[2]/1X2]2/2]2) 中 (w, 中 (w+1.0)2) 
{n,n[1[2]/X1I1[2]/X1I1[2]/X1XZ2]2/2]2/2]2) p(w, 中 (w, 中 (w+10)2 )) 
{n,n[1[2]/1/31]2} (w+1 .1) 
{n,n[1[2]/1VX4]2) (w+1.2) 
{n,n[1[2]/1X12]2)} (w+1W) 
{n,n[1[2]/1V1T1[2]/1X2]2]2) (w+1p(w+1.0)) 
{n,n[1[2]/1V1T1I2]/X1T1[2]/X1X2]2/2]2]2) (w+1p(w+1p(w+1.0))) 

nTen&n {fn,n[1[2]/1/1/2]2)} (w+2.0) 
{n,n[1[2]/1/2/2]2)} (w+1p(w+2.0)+1) 
{n,n[1[2]/1/3/2]2)} (w+1p(w+2.0)+2) 
{n,n[1[2]/1V1T1I2]/1X1X2]2/X2]2} (w+1p(w+2.0)2) 
{n,n[1[2]/1/1VZ3]2) (w+2 1) 
{n,n[1[2]/1/Z1/4]2)} (w+2 .2) 
{n,n[1[2]/X1VLVX1I1[2]/X1V1X2]2]2} (w+2, 中 (w+2.0)) 

nTn&n {n,n[1[2]/1/11/2]2) (w+3.0) 
{n,n[1[2]/1/1V17Z3]2} 中 (w+3 ,1) 

nTn&n {fnn[1[2]/1/111/2]2) (w+4.0) 

nTn&n {n,n[1[2]/1[2]/2]2) p(w2.0) 
{n,n[1/2[2]/1[2]/2]2) gs((wW2 .0)+1) 
{n,hn[1[2]/2[2]/2]2)} p(w, 中 (w2 .0)+1) 
{n,n[1[2]/3[2]/2]2} p(w, 中 (w2.0)+2) 
{n,n[1[2]/1I1[2]/X1[2]X2]2[2]/2]2} 中 (w, 中 (w2.,0)2 ) 
{n,n[1[2]/1/2[2]/2]2) (w+1(w2 ,0)+1) 
{n,n[1[2]/1/1X2[2]/2]2) (w+2 ,中 (w2.0)+1) 
{n,n[1[2]/1[2]/3]2} p(w2 1) 
{n,n[1[2]/1[2]/4]2} 中 (Ww2 ,2) 
{n,n[1[2]/1[2]/LT1[2]/X12]/2]2]2) 中 (w2 ,中 (w2 .0)) 

nTn&n {nn[1[2]/1[2]/1/2]2} p(w2+1.0) 
{n,n[1[2]/1[2]/1V3]2} p(w2+1.1) 


BEAF 乌 之 记号 增长 率 

nT2n&n {fnn[1[2]/1[2]/1/1/2]2} p(w2+2 .0) 

nT23n&n {fn.n[1[2]/1[2]/1VX1/X172]2} p(w2+3 .0) 

nTsn&n {fn,n[1[2]/1[2]/1[2]/2]2} p(w3 0) 
{fnn[1[2]/1[2]/1[2]/312} (w3 1 

nT3 ne&n {fnn[1[2]/1[2]/1[2]/1/2]2} (w3+1.0) 

nTn&n {fnn[1[2]/1[2]/1[2]/1[2]/2]2} g(w4.0) 

nT2n&n {fnn[1[2]/1[2]/1[2]/1[2JV1[2]/2]2} (w5.0) 

nT" <n&n {fnn[1[3]/2]2} (9) 
{fn,n[1/2[3]/212} g(g(w-.0)+1) 
{fn,n[1[2]/2[3]/2]2} (w,p(w“2.O)+1) 
{fn,n[1[2]/1[2]/2[3]/2]2} p(w2 .gp(w“-.O)+1) 
{fnn[1[3]/3]2] (2 1) 
fnn[1[3]/412} (ww“,2) 

nTn “in&n {fnn[1[3]/1VX212} bg(w2+1.0) 

nTn “2n&n {fnn[1[3]/1VX1/2]2} g(w2+2.0) 

nTn “nn&n {fnn[1[3]/1[2]/2]2} g(w2+w ,0O) 

nTn men&n |{nn[1[3]/1T2]/1[2]/2]2) g(w2+w2 .0) 

nT" cn&n {fnn[1[3]/1[3]/2]2} (22 .0) 

nT" “23n&n {fnn[1[3]/1[3]/1[3]/212} (23 .0) 

nT" 3n&n {fnn[1[4]/2]2} (ww3 .0) 

nT" “4n&n {fn.n[1[5]/2]2} p(w4.0) 

nTn "n&n {fnn[1[12]/212} (ww .0O) 
{fnn[1[12]/312} (ww 1) 

nTn in&n {fnn[1[1.2]/1/212} (ww+1.0) 

nTn men&n {fnn[1[12]/1[12]/2]2} (ww2 .0) 

nTn tenkn |{nn[1[2.2]/2]2) (ww:1 0) 

nTn tcjnkn |{nn[1[3,2]/2]2) (ww 0) 

nTn tjnkn |{nn[1[13]/2]2) (ww2 0) 

nTn te3nkn |{nn[1[14]/2]2) (ww3 0) 

nTn<n&n |{fnn[1[112]/2]2} bg(w” “0) 

nTn tn “en&n fnn[1[113]/2]2} (ww” “2 0) 

nTnnsn&n |{fnn[1[1112]/2]2} (ww” 3.0) 

nTn nn&n {fnn[1[1[2]2]/212} (ww v.O) 

nTnn<n&n |{fnn[l[1[3]2]/2]2) bg(w" 炎 20) 

nTnnnnn&n |{nn[l[1[12]2]/2]2) (ww "vwO) 

nfnnnnnn&n |{nn[1[1[1[2]212]/2]2} (ww vvwuwO) 

nTntten&n {fnn[1[1[1[1.2]2]2]/212} (ww wwwuO) 


BEAF 意思 记 污 增长 挛 
nTnTinn&n {fnn[1[152]/212} (so.0) 
{fnn[1[152]/312} (so,1) 
{n,n[1[1o2]/12]2) (go 由 ) 
{n,n[1[12]/1cn2]2} 中 (8o,80) 
{tn,n[![152]/1LL[152]/2]2]2) (go,(8o.,OD)) 
{ftnn[![152]/1LL[1o2]Z1LL[Lo2]/2]2]2]2) (gop(sgop(8o.O))) 
nTniminen |{nn[1[1n2]/1/2]2) (so+1.0) 
nTni<nen |{nn[1[152]/1I1-2]/2]2} (go2 .0) 
nT ”nen {n,n[1[2o2]/2]2} (sowW ,O) 
nTniin nn&n |{nn[1[12=2]/2]2} (sowuw 0) 
nTtnry <n&n |{nn[1[153]/2]2) (so2 0) 
ntnynen | {nn[1[1n1n2]/2]2} (go^go.0) 
{fnn[1[151u1o2]/2]2} (so^sgo^2.0) 
{fnn[1[1[2/2]2]/212} (so^sgo^w.,0) 
nTntcjn&n | {nn[1[1[152/2]2]/2]2} (go^go^go.O) 
nTnjn&n (nn[1[1[1X3]2]/2]2} (sl.0) 
nt nkn |{nn[1[1[1X12]2]/212} (su'O) 
nTniinfinn&n |{nn[1[1[IM12]2]/2]2) (sg(go).0) 
nTerTnn&n {fnn[1[1[1X/1VX2]2]/212} (Zo.O) 
nTniiTinn&n |{nn[1[1[1X1V1X2]2]/2]2) (no.O) 
{nnnT nj&n (nn[1[1[1[2]/X2]2]/2]2) p(p(w,O),O) 
{fnnnTn "nj&n |{fnn[1[1[1[12]/2]2]/2]2) (bp(w"”0).0) 
{nnnT'iinj&ni{tnn[1[1[1[1 吕 2]/X2]2]/X2]2) (pp(so,0),O) 
{fn.412}&n |{nn[l[1[1[1[1[2]/2]2]/2]2]/212) (bg(b(w,0).0).0) 
fn.512}&n |{nn[l[1[1[1[1[1[1[2]/2]2]/2]2]/2]2]/2]2) |9(g(p(p(w,0).0).0).0) 


如 果 有 有 这样- 个 序数 , 它 是 满足 Ga 一 p(aO) 的 序数 不 动 点 ,那么 它 插 会 是 什 
么 呢 ? 想 振 一 下 , 它 应 该 是 米 似 (pg((g (0).0).0).0) 的 东西 .这 手 让 我 们 进 
入 二 元 中 了 凶 数 网 极 也 . 


【73231fT 序 数 


我 们 设 『T(m) 是 ap(aO) 的 第 n+r1 个 序数 不 动 点 ,它们 的 征 义 如 下 : 
1.F(OJ[1]=1 
2.f『(a+1)[1]=T『(a)+1 
3.f(a)[n]=T(a[n]) 此 处 a 为 极限 序数 


4.f(ad)[n+r1]=9p (ad[n].O) 
通俗 一 点 说 ,F(O)=p(g(.p(p(0.0).0).0).0)( 共 w 个 中 ), 而 
Fn+1)=g(p(.p((T(n)+10)0).0),0)( 共 WwW 个 四). 注 意 , 不 村 翅 『 王 序数 与 阶乘 的 
T 函数 混 清 .下面 是 一 上 竺 典型 记号 的 增长 率 . 
fro(n)=feceC eeooo oo(n)( 共 nn 个 中 ) 人 nn1L2J&n 和 fnn[1[1X2]/2]2} 有 此 增长 率 . 
fedrloD(n)=feeCeedoolo ororD(n)( 共 mn 个 9){nnr112J&n 有 此 增长 这 . 
fron(n)=fooc orlorloo ororn(n)( 共 mn 个 中 ){nnx2,12}&n 和 {nin[1[142]/3]2} 有 些 增 
长 率 . 
froz)(n)=feceCeCetrd:20)0.0rorD(nD( 共 n 个 中 (nnx312}&n 和 (tnn[1[1X2]/4]2) 有些 增 
长 率 . 
frun(n)=frmw(nfnn2 ,12}&n 和 (fnn[1[1X2]/X12]2) 有 此 增长 率 . 
{n{nn,12)}12}&n 和 fn,n[1[1X2]V1[1[1X2]/2]2]2} 具 有 T(To) 拘 增长 率 .( 此 处 『(a) 可 写 
为 『。) 
接 下 来 ,FT(T(…))) 托 会 成 为 什么 呢 ? 联 想 一 下 中 了 锰 数 风 征 义 , 我 们 就 不 难 
才 饭 进行 扩展 .如 下 : 


【73.331 多 元 外 了 数 


我 们 记 as (10,ad) ,开始 下 面 的 多 元 邓 四 号 .我 人 7 用 "#" 来 表示 任意 
序列 (或 空 序列 ), 用 "$$" 来 表示 只 有 0 提 序 列 (或 空 序列 )， 

1.b(a)=w- 

2.$(O 地)=( 基 ) 

3.8(##a$)[n]=p(##,a[n],$), 此 处 a 为 极限 序数 
4.p(#,a$,p+1)[n]=p(#a[n]p(#a$,p)+1$) 此 从 a 为 权限 序数 
5.p(##a+r10.$)[1]=p(#a.0 $) 

6.9( 基 ,ar1.0,$)[n+1]=9(##,ag( 基 ar1.0,$)[n],$) 

7.8( 基 ,ar1,$,p+1)[1]=9( 芽 ,ar1$)+1 

8.9( 基 ,ar+1, 吊 )[n+1]=9( 基 ,ap( 基 ,ar1 下 ,PP)[n]$) 

当 序 数 a 为 后 继 序数 (可 以 写成 p+1 的 形式 ) 时 ,直接 进行 fa(n)=fpii(n)=fp"(n 
的 递归 ; 当 序 数 a 为 极限 序数 (不 能 写成 B+1 的 形式 ) 时 ,fa(n)=fam(n), 即 极限 序 
数 取 第 n 项 进行 代 损 . 

下 面 是 一 些 曲 型 记 时 网 增长 率 .( 此 处 变量 为 m) 
BEAF 鸟 之 记号 


HH- 
加 四: 
木 
棋 | 


{nn2.2}&n {nn[1[1/2]/1/2]2] p(11.0) 
{nn,3,2}&n {n,n[1[1/2]/1VX1/X2]2)} (12.0) 
{nnn2je&n {n,n[1[1X2]/1[2]/2]2) (1w,O) 
{nn{fnn12})2}&n {n,n[1[1XM2]/L[L[L1[142]A2]2]/2]2) 9p(1ToO) 
{nn,13}&n {n,hn[1[1X2]/1[1Z2]/2]2) (2.0.0) 
{nn14}&n {n,n[1[1/2]/V1T1X2]V1I1X2]/X2]2) (3.0.0) 
{nn,1Lnj&n {n,n[1[2/2]/2]2)} p(w,O.O) 
{nn,1L{nn2})&n {n,n[1[152/2]/21]2)} (so.0.0) 
{tnn1L{tnn1L2)en {n,n[1[1[1[1X2 ]/2]2/2]/2]2) (To,O.O) 
{nn112}&n {n,n[1[1/3]/2]2} (1.0.0.0) 
{nn113}&n {n,n[1[1/3]/1[1X3]/2]2) (2.0.0.0) 
{nn,1L1L({nn2})&n {n,n[1[152/3]/21]2)} (so0.0.O0) 
{nn1L1L(tnn112})6nl{fnn[1[1[1[1M3]JX2]2/3]/2]2} (gp(10.0.0).0.0.0) 
{nn1112}&n {n,n[1[1X4]/2]2} (10.0.0.0) 
{nn11112}&n {n,n[1[1/5]/2]2} (10.0.0.0.0) 


接 下 来 ,为 了 少 写 几 个 0, 我 们 用 符号 "@n "表示 从 右 数 第 n+l 个 位 直 , 如 
(10.0.0.0)=p(1I@4),p(200(3.0.0.so)0.00wW)=p(2@7 (3@3 so)@4 ww) 
李 . 想 提 一 下 序列 (1)=w, 中 (1@1)=so(1@2)=Top(1I@3)(1@4)… 我 们 插 会 
到 达 多 元 四 函数 的 一 个 权限 一 一 


【7/3.41 SVO 和 LVO 


SVO , 即 Small veblen ordinal , 指 的 是 (1@w), 它 


是 上 镭 数 有 "固定 多 个 "条 


数 时 的 极限 .如 果 用 函数 来 表示 SVO ,那么 它 鬼 参数 个 数 尾 有 织 是 改变 的 .SVO 
到 在 的 是 下 咽 的 序 刚 :中 (=w, 中 (1O)=gop(10,D)=TopLOO0.O0) (1.0.0.0)… 


不 过 我 们 还 是 可 以 继续 曲 . 


我 人 ?可 以 用 序数 (1@w 1) 来 才 示 序列 pg(1.SVO+1),(10,SVO+1)， 
(10.0.SVO+1),(10.0.0.SVO+1) 的 极限 ,然后 是 (LI@w,2)p(I@w 3) 李 序 


序数 :p(10@w)=p(I@w+1). 它 是 与 p(IG@w,0)=p(1@1+w) 不 同 提 序数 . 它 的 "条 


数 个 数 "达到 了 WwW+1. 


参数 个 数 可 以 继续 增多 .bg(I1@w+2),p(1@w+3),p(I@w2),p(1@w3)， 
(1I@w-)p(I@w")p(le@eso),p(I@ro),p(lIep(lI@e3)),p(I@p(1@4))， 


py(I@yp(lew))g(I@p(I@w+1T))p(I@e(Ie@ew2))g(I@p(lew”))， 
(1I@p(I@gzso)),p(IG@p(IG@p(IG@3))) (1IG@p(IG@e(IG@w))) 如 果 我 们 顺 着 序 

列 (1)=w (1G@p(IG@w)),p(IG@(IG@HIGWw)))… 走 下 去 ,我 们 会 到 达 
一 个 极限 序 large vebljen ordinal). 

LVO 是 9 和 ta 办 为 LVO 序 列 拘 后 一 项 就 含有 前 一 项 那么 多 个 参数 ， 
而 这 个 极限 本 身 , 用 中 子 数 来 表示 ,就 有 LVO 个 参数 .既然 条 数 的 个 数 无 法 再 增 
多 ,我们 的 中 函数 也 就 到 达 了 有 贞 正 的 极限 . 

不 过 ,我 们 应 该 扎 样 继续 下 去 ,得 到 和 更 大 的 序数 吃 ? 


【7431 由 了 急 数 


7413 烛 50 


一 元 鸳 数 几 负数 的 定义 如 下 : 
1.4%(O)=go 
2.(ar1)[1]=q(a) 
3.%(ar1)[n+1]=b(ad) (arD[n] 
当 由 函数 里 面 不 出 现 9. 时 ， 内 (a)=gu 如 采 出 现 了 4 号 ? 
出 荔 数 中 的 0 序数 可 以 如 下 证 
in y(ax4)[1]=(a) 
2.y(ar4)[n+r1]=qb(ary(ar42)[n]) 
3.%(ax4J)[n+1]=qb(axy(ax42)[n]) 
4.4(00 0 0、(ar1))[1]=(0 0 0”、(ax))[1] (0 120 ”>a) 
5.9(00 ”00 (ar1))[n+1]= 籽 (00 ~(ar( 1 9、(ar0))[n])) 


0.b(0 1 0 (ax))[n+1]=(0 10 (ax 10 (ax0))[n])) 
由 子 数 可 以 这 样 统一 皇 义 闻 (aq) 是 只 用 0 1、 wWw:. 4、 加法、 乘法、 乘 方 和 
全 人 由 (p)( 其 中 Ba) 所 不 能 表示 的 最 小 的 序数 .人 是 第 1 个 不 可 数 则 序数 ,也 可 
写作 w1l. 在 由 函数 中 ,L 序数 就 好 像 " 除 去 它 以 后 的 内 尾 玩 代 " 一 样 (请 看 定义 ) 
sf 符号 之 间 的 关系 : 
(a)=gu( 其 中 ac 下 同 ) 
由 (02)= 由 ( 直 (.. 下 ((O))…))=Cob(4+1)=Co ”5o …5o 5o=g(Cor1)， 
(+a)=E(Co+aJ) 
(22)= 由 (40+0)= 由 (+ 由 (+ 和 (2+ 由 (=CL(CLx(1+a))=Ca 
(oO2)=b(OxO)=b(Oxy(Ox.(Oxb(O))))=no 
y(O-2)=nt(@ (1+a))=na 
(0 )=g(4.0) 小 (CO (1+a))=9(4.a) 
(CO)=p(1+adO) 小 (CrpP))=p(1+ap) 
(OO)=To(O2(t+a)=Ta 
(anan1 .alaop)=b(O (Ona+rOr ani++Oairao)x(1+p))( 此 序数 大 于 To) 
SVO=y( ww),p(IGw 1 wx2),p(IG@w a)=(0 ”0 wx(1+a)) 
(2@w)=( (2))9(a@w)=( 人 (0 a)) 
(1G@a)=y(02 0 ”aqa) 
LVO= 岂 (011). 
下 面 是 一 些 典 型 记号 网 增长 率 .( 此 处 变量 为 m) 
+ree 函数 拘 增 长 率 为 SVO. 


BEAF 鸟 之 记号 增长 率 
{fnn(1D)2}&n {fn.n[1[1/12]/212] (CQ 5) 
{fnn(D)nj&n {fn.n[1[1/2,2]/212} (CQ 必 浊 ) 
{nn(D)n nmj&n {fnn[1[1/3,2]/2]2} 中 (CQ 避让) 
{fnn(1)(1)2}&n (nn[1[IM13]/2]2) 中 (CQ 人) 
{fnn(1)(D(D)2J&n | (nn[1[1X14]/2]2) (QQ 局 3) 
{fnn(2)2J&n {nn[1[1/11.2]/212} (CQ2 2“) 
{fnn(3)2}&n {fnn[1[1/111.2]/212] (Qu 3 
{fnn(0.1D)2}&n {nn[1[1/1[212]/2]2} (Qu 
{fnn((D)D)2}j&n |{(nn[1[IV1[12]2]/2]2) (Qu um) 
nTTn&n&n {fnn[1[1/1o2]/2]2} (CQ YO)) 
nTTTn&n&n {fn.n[1[1/1[1/3]2]/212) 中 (CQ Y) 
nTTTTn&n&n {n.n[1[1/1[1/412]/2]2} (CQ 92) 
nTnn&n&n {nn[1[1VX1[1X12]2]/2]2} 中 (CQ 和 Yo) 
{fnn 12}&n&n {nn[1[1VX1[1[1/2]/2]2]/2]2) 中 (CQ 9 全 )) 


BEAF 久之 记号 增长 率 
{fnn,12}j&n&n&n |{nn[1[1MX1[1[1V1[1[1X/2]/2]2]/2]2]/2]2) CQ2 YY 5) 
{fnn/2]} {nn[1[1/1/2]/2]2} (2 人) 

{fnn,2/2]} {fnn,2[1[1/1/2]/2]2) (CQ 2)+1 

{nn/3} {fnn[1[1/1/2]/2]3} (QQ 二)2 

{fn,n/1/2} {fn.n[1[1/1/2]/2]1[1[1X1/2]X2]2} (CQ 

{fnn/1/1/2]} 由 (QQ 全 

{fnn(/1D)2]} {fnn[2[1/1/2]/212] 中 (CQ 

{fnn(/2)2]} {fnn[3[1/1/2]/212] 由 (QQ2 
{nn(/3)2]} {fnn[4[1/X1/2]/21]2] 中 (CQ 
{fnn(/0.1)2] {fnn[12[1/1/2]/2]2) 9 
{nn(/(1)1D2]} {nn[1[2]2[1/1/2]/2]2] LEOEe 
nTTn&&n {fnn[152[1/1/2]/21]2] (CQ 人 2)Y0) 
{fnn12}&&n 0 
{fnn/2}&&n {nn[1[1[1X1/2]/2]2[1/1VX2]/2]2} TEL 
{nn//2)} {fnn[1/2[1/1VX2]/2]2} (CQ 和 和 +1) 
{fnn//2}&&&n {fn,n[1[1/2[1X1VX2]/2]2/2[1X1X2]/2]2》 (CQ TD 晤 和 
{n,n///2} {fnn[1/3[1/1VX2]/2]2} (CQ2 924+2) 
{fnn///V/2} {fnn[1/4[1/1VX2]/2]2} (CQ2 924+3) 

{fnn(1D)/X2]} {fnn[1/X12[1/1/2]/2]2] 中 (CQ 2) 
{fnn(2)/2]} {nn[1/112[1/1/2]/212) (Orw52) 
{fnn(3)/2]} {fnn[1/111.2[1/1/2]/2]2} (CQ2 wu3 
{fnn(0,1)/2} {fnn[1/1[2]2[1/1/2]/212] (CQ ww) 
{nn((1)1)/2} {fnn[1/1[12]2[1/1/2]/2]2] 中 (CQ ww v) 
{L,XTTX)nn {fnn[1/1n2[1VX1/2]/2]2) (CQ2 by(O)) 
{L,XTTTX)nn {nn[1/1[1VX3]2[1/X1/2]/2]2) (CQ2 049(O)) 
{L,XTTTTX)nn {nn[1/1[1V4]2[1MX1/2]/2]2) (CQ2 045)) 
{L,XTxX]Jnn {nn[1/1[112]2[1X1X2]/2]2) (CQ2 204+b(Ow)) 
{L{X.X,12)。 (nn[LV1[1[1M/2]/2]2[1MX1X2]/2]2} 9 
{LLjnn {nn[1V1[1[1X1X2]/2]2[1X1MX2]/2]2] 9) 
{LLLjnn WO (CO (0 全))) 
{LX,2jnn {fnn[1/1/2[1/1/X2]/212] CO2 040) 
{LX+12jnn {nn[1/2/2[1/1/2]/212] 9 人 )) 
{LXx2.2)，n {fnn[1/12/2[1/1/2]/2]2] OOrb(CO2 20)) 
{LX,3jnn {fnn[1/1/3[1/1/X2]/212] (CO 22) 

{LX 4)nn {nn[1/X1/4[1X1VX2]/212] (OO3) 
{LX,Xjnn {fnn[1VX1/12[1/1/2]/2]2] (OOw) 
{LLLjnn {fnn[1V1/1[1[1X1X2]/2]2[1X1X2]/2]2》 9(Q2 00qu(Q2 OO)) 


BEAF 乌 之 记号 增长 率 

{LX,12}un {fnn[1V1V1/2[1/X1/2]/2]2] (CO 02) 

{LX,13jn {nin[1/11V3[1/1/2]/2]2) (02 0022) 

{LX112}n {fn.n[1/1/1V1/2[1M1/2]V2]2} (CQ 42340035) 

{L.X(1)2}wn {fn.n[1[2]/2[1/1/X2]/21]2] (CQ2 90Ou) 

{LXz(1)2}j nn {fnn[1[3]/2[1/1/X2]/21]2] (CQ2 02400055) 

{LXx(1)2}nn {nn[1[12]/2[1/1/2]/212] (CQ2 040Ow 由) 
{L.XTTX(D)2)ju。，。 | {nn[1[152]/2[1M1X2]/2]2} (CQ2 040OYO) 

{LL(D)2}n {nn[1[1[1[1/1X2]/2]2]/2[1M12]/2]2》 CQ2 2 9 0)) 
{L3.2(D)2}，， df 人 Oo OO 0090"90207 0) 
{LX,2(1D)2} {nn[1[1/2]/2[1M1VX2]/212] (CQ2 409 
{L,Xx2,2(1)2jn WO OO 全 )) 
{LX,3(1D)2}n (CO 0O040) 
{L.X,4(1D)2} (2 023+02) 


{LX12(1)2jwn 


ULQ2 23+0O0204+02) 


{LXX112(1)2jn 


ULQ2 20340204+03) 


{L,X(1D)3jnn CQ2 OOuw) 
{LL(D)3) nn CQ OO004+0O9Y 2) 
{LX,2(1D)3}n (CQ2 0022) 
{LX,.2(1D)4}n (CQ2 01023) 
{L.X(D)Xjnn (CQ2 Oo9w) 
{LX(CDUn VC Oo(CO2 二 )) 


廿 义 (D12jnn 


LOQ2 0 


{LX-(DL2jmm 


(QQ 


{LX (DLL2jmm 


WO OO 2) 


{LX-(D12jmm 


ULQO Oo 


廿 上 (12jnn 


CQ OO09YG 1 人)) 


{LX,2(1)12jnn 


(OO022) 


{L,X,2(113)nn 


ULQ42 03+0O222) 


廿 义 ()1Xjnn 


(LOQ2 20O02w) 


廿 义 (D)1LLjnn 


CQ2 40220(0Q2 2)) 


{L,X(1)112jnn 


ULQ2 0O021) 


{L,X,2(1)112jn 


LOQ2 003) 


{L,X,2(1)111.2jnn 


LOQ2 0O04) 


巧 X(CDUD2jJnn (OO) 
廿 义 ,2(41001D)2jnn 《9N 
nx3@n (CO 人) 
ne@n (CO 0+O0 u) 


BEAF 久之 记号 增长 率 

nnQ@n (CQ Oo) 

nn nG@n 9 

nTTn@n (QQO20 Y(O)) 

{n,n/2JGn JW OO0+QOYO 09)) 

{nn/2}@ne@n ULQ2 2 0 
CQ + 9 2 仆 ) 

{fnn\2} {fn.n[1[1/1/2]/312] (CQ 22) 

{fnnN\\2} {fn,n[1VX2[1/1/2]/3]2) (QQ2 22+1) 

{nn(TD)N2]} {fnn[1/X12[1X1VX2]/3]2) (QQ2 42+w) 

{L2 Lvn {nn[1V1[1[1V1/2]/2]2[1M1VX2]/3]2] CQ 22+(CO0 0)) 

{L2L2jnn {fn,n[1/X1[1[1/1X2]/3]2[1MX1/2]/3]2} (CQ2 22+(Q2 722)) 

{L2 X,2jnn {fnn[1/1VX2[1VX1VX2]/3]2} y(Q2 22+0) 

{fnn|2} {fn.n[1[1/1X2]/412] (CQ2 23) 

{nn -2} {fn.n[1[1/X1/2]/5]2} (CQ2 24) 

{LXjnn {fn.n[1[1/1X2]/1212] (CQ2 ww) 

{L(X+1T) nn {fnn[1[1/1/2]/2.2]2) (CQ2 (w+1)) 

{L(Xx2》 nn {nn[1[1/1/2]/13]2] (Qu2) 

{L{X2)n {fn.n[1[1/1/2]/112]2} (CQ2 2w5) 

{L{XX jn {fn.n[1[1/1/2]/1[21212] (CQ2 wu”) 

{L{XTTX))nn {fn.n[1[1/1X2]/1n2]2} 9 Ge)) 

{LLjnn {nn[1[1/1/2]/11T1V1X2]/212]2] 《99) 

{LX2jhn {n.n[1[1/1/2]/1MX2]2) (CQ 人 

{L&LJnn {fn.n[1[1/1X2]/1[1V1/2]/2]2} (CQ 径 ) 

{L&L&L} {nn[1[1V1/2]/1T112V1I1V12]/2]12 WOQ2 3) 


BEAF 由 景 大 增长 率 为 W(O9 9), 而 这 也 是 乌 之 记号 中 fnun[1[2/1/2]/2]2} 的 增长 率 
{fnn[1[3/1/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO ww 

{fnn[1[1.2/1X2]/2]2} 的 增长 率 为 (Qu 
{nn[1[152/1/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 9()) 


{nun[1[1[1[1/2]/2]2/1/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQO OreyG2 0)) 


{nn[1[1[1[1MX1/2]/2127/1VX2]/2]2} 的 增长 率 为 (QQ 9 0 0)) 


{nn[1[1[1[1[1[1X1X2]/2]2/1X2]/2]2/1M2]/2]2} 弗 增长 率 为 WOQO Oo 009 人 0 0) 


{nn[1[1/2/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO ) 
{nin[1[1/3/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 人) 
{nn[1[1/12/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO Cu) 
{nn[1[1/1=2/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO CeY)) 
{nn[1[1V1[1[1/1X2]/2]2/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQO OO 0 0) 


{fnin[1[1/1[1[1VX1[1[1MX1VX2]/2]2/2]/2]2/2]/2]2} 的 增长 率 为 骨 Q2 CC 2 0) 


{fnn[1[1/1/3]/2]2} 的 增长 率 为 外 (QQ2 《2 人 ) 
{nin[1[1/1/152]/2]2} 的 增长 率 为 外 (QQ 《9(7)) 

{fnn[1[1MX1V1[1[1X1X2]/2]2]/2]2} 的 增长 率 为 外 0Q2 Co9G 王 1) 
{fnn[1[1X1/X1VX2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 人 外) 

{fnn[1[1X1/1V1VX2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 3) 

{n,n[1[1[2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 2 ) 

{fnn[1[1[152]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 Yo)) 
{nn[1[1[1[1[1X1X2]/2]2]/2]/2]2) 的 增长 这 为 多 (QQ 人 全 全 的 ) 
{nn[1[1[1[1[1[1[1[1X1X2]/212]/2]/2]2V2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 9 0 9090 人 9) 
{n,n[1[1[1/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 人 二) 

{nin[1[1[1M2]/3]/2]2} 的 增长 率 为 中 QQ 人 全 全 2) 

{nn[1[1[1/2]/1/X2]/2]2} 的 增长 率 为 多 Q2 全 《29) 

{fn,n[1[1[1M2]/1I[1MX2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 外 (CQ 天 (人 ) 

{n,n[1[1[2/2]/2]/2]2} 弗 增长 率 为 (QQ2 人 ww)) 
{nn[1[1[1[1[1[1/2]/2]/2]2/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 0 CGO) 
{fnn[1[1[1X/3]/2VM2]2} 的 增长 率 为 WO 全 2 

{fnn[1[1[1M1n2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 2 0 Ya) 
{fnn[1[1[1VX1[1[1[1X2]/2]/2]2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 站 QQ 天 晤 9 殖 全 全 )) 
{fnn[1[1[1X1/X2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 晤 全 的 ) 

{fn.n[1[1[1X1/3]/2]/2]2} 的 增长 率 为 (QQ 全 二 623) 

{fnn[1[1[1MX1V1VX2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 2 全 且 2 

{fnn[1[1[1[2]/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 222vw) 
{fnn[1[1[1[152]/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 虽 Q2 2 人 0O)) 
{fn.n[1[1[1[1[1[1[1X1X2]/2]/212]/2]/2V2]2} 的 增长 率 为 WO 20900000) 
{fnn[1[1[1[1X2]/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WO 全 天 人 用) 


入 站 入 站 入 站 入 站 和 人 和信 


{nn[1[1[1[1[1/2]/2]/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2002020209) 

{nun[1[1[1[1[1X1X2]/2]/2]/2]/2]2} 的 增长 率 为 WOQ2 2 02020202029) 

wW^w”^ 人 .wwz=y(O0), 这 是 基于 WwWw 的 运算 的 序数 .下 面 , 我 们 可 以 改 一 改 由 邓 数 
的 证 义 ,得 到 入 函数 .由 男 数 之 类 曲 东 西 一 一 


【 7 4,< 】 由 a 与 WUa 


ii 子 数 的 征 义 如 下 :( 里 面 使 用 3 wz 这 一 序数 , 即 需 2 个 不 可 数 的 序数 ) 
1.91(9)[1] = 
yi(O)[n+r1]=42 yiCO)[n] 


2.4i(ar1)[1=qi(a) 
yi(arl)[n+1]=yi(ad ”yi(arTD[n] 
注 :这 里 h(x) 为 任意 只 含 加 法 、 乘 法 ， 乘 方 和 国 前 遇 又 寻 抽 丽 统 则 甸 数 ， 
3.%1i(h(arwz))[1]=y1(a) 
yih(arwa))[n+1]=qih(aryiharwz))[n])) 
4.yi(h(axwz))[1]=qi(a) 
WCGxWz)[neT=Wi( AQxIGnGxWz0)[n 
一 舰 地 由 钞 数 可 以 和 皇 义 为 ;:(wo=w,wWi1=10) 
1.ya(Oj[1]=wa 
ya(O)[n+1]=wao yi(O)Ln] 
2.a(p+1)[1]=ai(p) 
ya(p+1)[n+1]=bi(pP) yi(pP+1)[n] 
3.$a(h(p+wust)[1]= 中 (PP) 
ya(h(p+wa:D)[n+T]=ba(h(p+yaGh(P+waeD)Ln])) 
4.qa(h(pPxwa:D))[1]=ya(p) 
ya(h(pxwa:D)[n+1T]=bah(pxya(h(PxwaD)[n])) 
ya(qp(Y))( 其 中 acpY>zwp: 还 可 以 画 写 成 ya(Y), 而 出 qd) 则 指 yo(ad). 序 数 的 大 
小 可 以 这 样 比 较 :wWxky(a)k9kii(a)kwacyz(a)kwaky3(a) 其 中 a 为 任意 序数 .你 
会 发 现 , 当 我 们 考虑 询 写 记 旦 yo(Y) 的 时 候 , 单 独 的 Y 不 可 能 处 于 炎 中 ,也 不 可 能 
由 于 和 ai 中 只 能 处于 由 中 ,于 是 中 a(Y) 实 隔 上 表示 中 ao(qp(Y)) ,从 而 不 会 引起 
上 义 . 
(1O)) = 0 00( 共 wW 个 1) 这 个 序数 量 上 一 小 了 了 (7413 艺 ) 所 
揭 涉 序数 的 极限 , 饭 补 称 作 ae Howard ordinal). 
下 面 是 一 些 昌 型 记号 拘 增 长 率 :( 此 由 变量 为 由 
{nun[1[1~3]2]2} 的 增长 率 为 (yi(O)) 
{fn,n[2[1~3]2]2} 的 增长 率 为 y(yi(O)) 
{nn[1[1[1~3]2]2[1~3]2]2]} 的 增长 率 为 Wi(O))^q(qyi(O)) 
{nn[1/2[1~3]2]2} 的 增长 率 为 y(yi(O)+1) 
{fn.n[1[1/2~2]2[1~3]21]2} 的 增长 率 为 (yi(O)+OQO) 
{n.n[1[1V1/2~2]2[1~3]2]2} 的 增长 率 为 (yi(O)+O2 9) 
{nun[1[1[1/2~2]2~2]2[1~3]2]2} 的 增长 率 为 (yt(O)+Q2 20) 
{n,n[1[1~3]3]2} 的 增长 率 为 (bi(O)2) 
{fnn[1[1~3]4]2} 的 增长 率 为 外 (qi(0)3) 
{fnn[1[1~3]1[1[1~3]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(O)b(q1(O))) 
{nn[1[1~3]1[1[1~3]1[1[1~3]2]2]2]2} 折 增长 率 为 yqi(OJb(qyi(O)y(yi(O)))) 


{fnn[1[1~3]1/2]2} 提 增长 率 为 (yi(O)O) 

{nn[1[1~3]1[2~212]2} 揭 增长 率 为 (yi(O)Qw) 

{fn.n[1[1~3]1[1/2~2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(0)Q0) 
{nn[1[1~3]1[1/1/2~2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(0)Q2 9) 
{nn[1[1~3]1[1[1/2~212~2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(0)Q2 2 ) 
{fnn[1[1~3]1[1~3]2]2} 的 增长 率 为 (qi(O)2) 

{fn,n[1[1~3]1[1~3]1[1~3]212} 的 增长 率 为 (qi(073) 

{n,n[1[2~3]2]2} 的 增长 率 为 由 (qi(O)) 

{n,n[1[1[1[1~3]2]2~3]212]} 拘 增长 率 为 (bi(O)^q(qyi(O))) 
{nn[1[1[1[1[1[1~3]2]2~3]2]2~3]2]2} 提 增长 率 为 (qi(0)^q(yi(O) (bi(O)))) 
{fnn[1[1/2~312]2} 的 增长 率 为 (yi(0)9) 

{fnn[1[1M1/X2~3]2]2} 的 增长 率 为 (yi(0)2 2) 

{fnn[1[1[1X2~2]2~3]21]2} 的 增长 率 为 (yi(0)2 2 全 ) 
{fnn[1[1[1X1VX2~2]2~3]212} 的 增长 率 为 Wi(O) 天 王 全 ) 
{fnn[1[1[1~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 y(ql(O) qi(O)) 

{fnn[1[1[1~3]3~3]2]2} 的 增长 这 为 (qi(O)^qi(O) 2) 
{fnn[1[1[1~3]4~3]2]2} 的 增长 率 为 (bi(O) qi(O) 3) 
{fn,n[1[1[1~3]1[1[1~3]2]2~3]2]2} 的 增长 率 为 y(qi(O)^qi(O)^q(qyi(O))) 
{n,n[1[1[1~3]1X2~3]2]2} 的 增长 率 为 (yl(0O) qi(O) OO) 
{n,n[1[1[1~3]1/3~3]2]2} 由 增长 率 为 y(yl(0O) 1O) (Q2)) 
{fn.n[1[1[1~3]1/1V2~3]2]2} 揭 增长 率 为 (yi(O) 1(0O) 0Q2) 
{fn.n[1[1[1~3]1[1/2~2]2~3]2]2} 的 增长 率 为 (yi(0O)^qi(O) OO) 
{fn.n[1[1[1~3]1[1/1M2~2]2~3]2]2]} 曲 增长 率 为 (yi(O) (OO2 0) 
{nn[1[1[1~311[1[1/2~2]2~212~3]2]2} 揭 增长 率 为 (yi(O) “qt(O) QQ2 020) 
{fnn[1[1[1~3]1[1~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 ybi(O) qi(O) ai(O)) 
{fnn[1[1[1~3]1[1~3]3~3]2]2} 的 增长 率 为 (yi(O) qi(O) (yi(O0)2)) 
{n,n[1[1[1~3]1[1~3]1[1~3]2~3]2]2} 由 增长 率 为 y(yl(0O) qi(O) qi(O) 2) 
{n,n[1[1[1~3]1[1~3]1[1~3]1[1~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 (yl(O) qi(O) qi(O) 3) 
{fnn[1[1[2~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 y(qi(O) qi(O) “qi(O)^w) 
{fnn[1[1[1[1[1[1~3]1[1~312~3]2]2~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 

(biO) bio) IO) boO)bIO) ICO))) 

{n,n[1[1[1/2~3]2~3]2]2} 提 增长 率 为 y(yi(O) qi(O) qi(O) OO) 
{nn[1[1[1/1/2~3]2~3]2]2} 的 增长 这 为 (yi(O)^qi(O) 0) OO 
{n,n[1[1[1[1/2~2]2~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 (qi(O) qi(O) (0O) 2 虽 ) 
{nn[1[1[1[1/1M/2~2]2~3]2~3]2]2} 弗 增长 率 为 Wi(0)^qi(O)^qi(O) Q209) 
{fnn[1[1[1[1~3]2~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 (bl(0) qi(O)^qi(O) qi(O)) 
{fnn[1[1[1[1~3]1[1~3]2~3]2~3]2]2]} 提 增长 率 为 (bi(O)^qi(O) qi(O) yi(O) qi(O)) 
{n,n[1[1[1[1[1~3]2~3]2~3]2~3]2]2} 的 增长 率 为 由 bi(O) “qiO) bi(O) qi(O) ”>qiO) ”>qb1(O)) 
{fnn[1[1~4]2]2} 的 增长 率 为 Wi(1)) 


{fn,n[1[1~5]2]2} 的 增长 率 为 y(qi(2)) 

{fn,n[1[1~12]2]2} 的 增长 率 为 (yi(w)) 

{n,n[1[1~1[1[1~3]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(qb(qyi(O)))) 
{n,n[1[1~1[1[1~1[1[1~3]2]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(q(qyi(qy(yi(O))7)) 
{fnn[1[1~1/2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(OI)) 

{fnn[1[1~2/2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(Q+1)) 

{fnn[1[1~1[1[1~1/2]2]2/2]2]2} 的 增长 率 为 Wi(QC+y(yl(O)))) 
{fnn[1[1~1[1[1~1[1[1~1X2]2]2/2]2]2/2]2]2} 的 增长 这 为 (qi(Q+rq(yi(Q+qb(yi(Q))))) 
{fnn[1[1~1/3]2]2} 的 增长 率 为 (yl(Q2)) 

{nun[1[1~1/412]2} 的 增长 率 为 yyi(Q3)) 

{n,n[1[1~1V1[1[1~3]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(Qu(yi(O)))) 
{n,n[1[1~1/1[1[1~1/X1[1[1~3]2]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(@qy(qi(Oqy(qy1(O))7)7) 
{n.n[1[1~1/1/2]2]2} 的 增长 率 为 yl1(OQ2)) 

{n,n[1[1~1/1V1/21]212} 的 增长 率 为 (yi(Q3)) 

{n,n[1[1~1[1[1[1~3]2]2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi y(y1(O)))) 
{n,n[1[1~1[1[1[1~1[1[1[1~3]2]2~2]2]2]2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi (bi (bi(O))7)) 
{fn.n[1[1~1[1/2~2]2]21]2} 的 增长 率 为 (yi(QOJ) 

{fnn[1[1~2[1/2~21]2]2]2} 的 增长 率 为 (yl(QO+1)) 

{nun[1[1~1/2[1/2~2]2]212} 由 增长 率 为 (yi(QO+OI)) 
{fnn[1[1~1[1X2~2]3]2]2} 的 增长 率 为 (yl(Q22)) 

{nn[1[1~1[1/2~2]1/2]2]2} 的 增长 率 为 yqi(CQ22) 
{n.n[1[1~1[1/2~2]1[1/2~21212]2} 曲 增长 率 为 (yi(O22)) 
{fn.n[1[1~1[2/2~2]21]2]2} 的 增长 率 为 (yi(QOu) 
{nn[1[1~1[1[1[1~1[1X2~2]2]2]2/2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(Q^(Qu(y(Q9)))) 
{nn[1[1~1[1/3~2]2]2]2} 旧 增长 率 为 (yi(Q2 2)) 
{fnn[1[1~1[1V1[1[1~1[1X2~2]2]2]2~2]212]2} 的 增长 率 为 (qi(Q QQ^(qbi(Q5)) 
{nn[1[1~1[1/1VX2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(Q2 0)) 
{n.n[1[1~1[1/X1X1VX2~2]2]2]2} 曲 增长 率 为 (yi(Q2 0 2)) 
{n.n[1[1~1[1[2~2]2~212]2]2} 揭 增长 率 为 (yi(CQC 2 w)) 
{n.n[1[1~1[1[1[1[1~1[1/1X2~2]212]2~212~2]21212} 曲 增长 率 为 

yo OO 全 7) 

{nun[1[1~1[1[1/2~2]2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 (yl(Q2 2 0)) 
{nun[1[1~1[1[1/1/2~2]2~2]212]2} 揭 增长 率 为 (yi(Q2 2 0290)) 
{nn[1[1~1[1[1[1X/2~2]2~2]2~2]212]2} 的 增长 率 为 (yi(Q2 022) 
{fnn[1[1~1[1~3]2]2]2} 的 增长 率 为 y(qi(bi(O))) 

{fnn[1[1~2[1~3]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(yi(0)OD)) 

{nn[1[1~1/2[1~3]2]212} 昌 增长 率 为 yyi(yi(0)QO)) 

{nn[1[1~1[1~3]3]2]2} 的 增长 率 为 (yi(ui(O)2) 

{nn[1[1~1[1~3]1/2]2]2} 弗 增长 率 为 yqi(qyi(0)9)) 


{fnn[1[1~1[1~3]1[1~3]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(yi(O) qi(O))) 
{fnn[1[1~1[2~3]2]2]2} 提 增长 率 为 (qi(qyi(O) (0O))) 
{nun[1[1~1[1/2~3]2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(qyi(0O)^wi(O)O)) 
{n.n[1[1~1[1M1X2~3]2]2]2} 的 增长 率 为 W(yi(yi(O)^qi(0)229)) 
(nn[1[1~1[1[1/2~2]2~3]2]2]2} 提 增长 率 为 wyi(yi(O)^Wi(O)27 920)) 
(nn[1[1~1[1[1/1/2~2]2~3]2]2]2]} 提 增长 率 为 w(yi(yi(O)^Wi(O)2 2020)) 
{fn.n[1[1~1[1[1/2~3]2~3]2]2]2} 提 增长 率 为 Wi(qyi(O) qi(O) qi(O)) 
{n,n[1[1~1[1[1X1X2>~3]2~3]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(qi(O) 10) qi(O) 1(O))) 
{n,n[1[1~1[1[1[1X2~3]2~3]2~312]2]2} 的 增长 率 为 (yi(qbl(O) qi(O) qi(O) 1(O) 1(O))) 
{fn,n[1[1~1[1~4]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(yi(1))) 

{fnn[1[1~1[1~5]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(bi(2))) 

{nn[1[1~1[1~1/2]2]212} 的 增长 率 为 (yi(yi(O))) 

{nin[1[1~1[1~1VX3]2]2]2} 的 增长 率 为 yi(qyi(02))) 
{n.n[1[1~1[1~1/1/212]2]2} 提 增长 率 为 yqi(q1(0Q2))) 
{n.n[1[1~1[1~1/11/2]2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(yi(Q3))) 
{nn[1[1~1[1~1[2~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 风 (bi(qi(00))) 
{n.n[1[1~1[1~1[1/2~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(yi(CQO)) 
{nn[1[1~1[1~1[1M1/2~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 yi(qba(O2 9))) 
{nn[1[1~1[1~1[1[1/2~2]2~2]2]2]2]2} 申 首长 率 为 (yi(u(Q2 2 9) 
{nun[1[1~1[1~1[1[1/1/2~2]2~2]2]2]2]2} 的 首长 率 为 (yt(u(Q2 2 020)) 
{fnn[1[1~1[1~1[1~3]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(yi(qy1(O)))) 
{fnn[1[1~1[1~1[1~4]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(qbi(yi(1))7)) 
{fnn[1[1~1[1~1[1~1/2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 yi(qi(qyi(O))) 
{fnn[1[1~1[1~1[1~1X1X2]2121212} 的 增长 率 为 (qi(yi(ql(0Q2))) 
fnn[1[1~1[1~1[1~1[1/2~2]2]2]212]2} 曲 增长 率 为 (yi(qyi(yi(0Q2)))) 
{nn[1[1~1[1~1[1~1[1/1/2~2]2]2]2]212} 的 增长 率 为 Wi(yi(uyi(Q2 9) 
{nn[1[1~1[1~1[1~1[1[1/2~2]2~2]2]2]2]2]2} 的 道 长 率 为 (qi(yt(yi(Q2 2227))) 
{fnn[1[1~1[1~1[1~1[1~3]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 y(qbi(yi(qbai(y1(O))))) 
{fnn[1[1~1[1~1[1>1[1~1[1~3]2]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(qbi(yi(qbi(y1(O)))77) 
{fn,n[1[1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz2) 

{fnn[1[1~1~2]1[1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(w2)2) 

{fnn[1[2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 y(qi(wz)) 

{fnn[1[1X2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(w2)9) 

{fnn[1[1[1~3]2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(w2) 1(O)) 
{fn,n[1[1[1~1~2]2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(wa) qi(w2)) 
{fnn[1[1[1~1~2]1/2~1~212]2} 的 增长 率 为 (qi(w2)^qi(w2)9) 
{n,n[1[1[1~1~2]1[1~1~2]2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(wz) qi(wz)^qbi(w2)) 
{n,n[1[1[1[1~1~2]2~1~2]2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(wa) qi(wa) qt(wa)^qi(wa)) 
{nn[1[1[1[1~1~2]1[1~1~2]2~1~2]2~1~2]212} 的 增长 率 为 


(qi(wz) bi(waz) qi(wz) IOwz) bi(wz)) 
{fnn[1[1[1[1[1~1~2]2~1~2]2~1~2]2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 

(biwz2) bi(wz) Vi(wWz) Hi(wz2) yi(wWwz) Vi(wWz)) 

{fn.n[1[1~2~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz+1) 

{fn,n[1[1~3~2]2]2} 的 增长 率 为 y(wz+2) 

{n,n[1[1~1/X2~2]2]2} 的 增长 挛 为 (wz+O) 
{n,n[1[1~1[1~1~2]2~2]2]2} 的 增长 率 为 WwWz+yi(w2)) 
{n,n[1[1~1[1~1~2]1/2~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz+yi(wz2)02) 
{fnn[1[1~1[1~1~2]1[1~1~2]2~2]2]2} 的 增长 率 为 W(wz+rqi(w2)2) 
{fnn[1[1~1[1X2~1~2]2~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz+yi(w2)9) 
{fnn[1[1~1[1[1~1~2]2~1~212~2]2]2} 的 增长 率 为 W(wz+qi(w2) qi(w2) 
{n,n[1[1~1[1[1~1>~2]1[1>1~2]2~1~2]2~2]2]2} 拘 增长 率 为 多 wz+qhi(w2) qi(w2) ”qi(w2)) 
{fnn[1[1~1[1[1[1~1~2]2~1~2]2~1~2]2~2]212} 的 增长 率 为 
(waz+yi(wz2) bi(wWwz) li(wz) JI(wz)) 

{n,n[1[1~1[1~2~2]2~2]2]2} 的 增长 率 为 wz+qi(wz+1)) 
{n,n[1[1~1[1~1[1~1~2]2~2]2~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz+yi(wz+qi(w2))) 
{n,n[1[1~1[1~1[1~1[1~1>~2]2~2]2~2]2~2]2]2} 的 增长 率 为 由 (wz+yi(waz+ 和 1i(wz+i(wz)))) 
{n.n[1[1~1~31]2]2} 的 增长 率 为 W(w22) 

{fn,n[1[1~1~4]2]2} 的 增长 率 为 (wz3) 

{n,n[1[1~1~1/X2]2]2} 的 增长 率 为 wz20) 

{n.n[1[1~1~1/1/2]212} 的 增长 率 为 (wz2022) 
{fn.n[1[1~1~1[2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzQw) 
{n.n[1[1~1~1[1/2~2]212]2} 曲 增长 率 为 (wz20O) 
{nn[1[1~1~1[1/1X2~2]2]2]2]} 曲 增长 率 为 (wz2Q0 9) 
{nn[1[1~1~1[1[1/2~2]2~2]2]2]2} 的 增长 率 为 yw2Q2 2 9) 
{fnn[1[1~1~1[1~3]2]2]2} 的 增长 率 为 ywzqi(O)) 
{fn,n[1[1~1~1[1~1/2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzy1(0)) 
{fnn[1[1~1~1[1~1VX1VX2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzy1(Q9)) 
{fnn[1[1~1~1[1~1[1/2~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzqi(OQO)) 
{fnn[1[1~1~1[1~1[1X1X2~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzyl(Q2 2 人)) 
{fn,n[1[1~1~1[1~1[1~3]2]2]2]2} 的 增长 率 为 W(wzqi(yi(O))) 
{fn,n[1[1~1>1[1>1[1~>1[1~3]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzyi(qi(yi(O)))) 
{fn,n[1[1~1~1[1~1~2]2]2]2} 的 增长 率 为 ywzqi(w2) 
{fn,n[1[1~1~1[1~1~1[1~1~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 y(wzyi(wzyi(w2))) 
{fnn[1[1~1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(w22) 

{fnn[1[2~1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(w22)) 
{fn,n[1[1X2~1~1~21212} 的 增长 率 为 (yi(wz2)9) 
{fnn[1[1[1~1~1~2]2~1~1~2]12]2} 的 增长 率 为 (qi(wz2)^qi(w2) 
{n,n[1[1[1~1~1~2]1[1~1~1~2]2~1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (qi(wz2)^gi(wz2)^qi(w25)) 


{fn,n[1[1[1[1~1~1~2]2~1~1~2]2~1~1~2]212} 的 增长 率 为 (qi(wz qi(wz)^qi(wz2 qi(w2) 
{fnn[1[1~2~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz2+1) 

{fn,n[1[1~1[1~2~1~2]2~1~2]2]2} 提 增长 率 为 (wz22+qi(w22) 
{fnn[1[1~1~2~21]2]2} 的 增长 率 为 W(wz2+wz) 
{fnn[1[1~1~1[1~1~2~2]2~2]21]2} 的 增长 率 为 (wzc+wazyi(wz+w2)) 
{fnn[1[1~1~1~3]2]2} 的 增长 率 为 (wz2) 

{fnn[1[1~1~1~1/21]2]2} 的 增长 率 为 Wuw220) 
{fnn[1[1~1~1~1[1~1~1~2]12]2]2} 的 增长 率 为 W(wz2qyi(w22)) 
{fnn[1[1~1~1~1[1~1~1~1[1~1~1~2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (waz2qi(wz 和 qi(w22))) 
{fnn[1[1~1~1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz23) 

{fnn[1[1~1~1~1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz 人) 

{nn[1[1[2/32]212]2} 的 增长 率 为 W(w2) 

{n,n[1[2[2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 y(qi(wz2)) 

{fn,n[1[1X2[2/32]2]21]2} 的 增长 率 为 (qi(wzw)9) 
{n,n[1[1[1[2/32]2]2[2/32]2]2]2} 提 增长 率 为 (qi(w2) qi(w2)) 
{nn[1[1[1[2/32]2]1[1[2/32]2]2[2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(w2) qi(wz bi(w2)) 
{fnn[1[1[1[1[2/32]2]2[2/32]2]2[2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 
(biw2) iu ) li(w2 ) (wz )) 

{fnn[1[1~2[2/32]2]21]2} 的 增长 率 为 (wzw+1) 

{fnn[1[1~1~2[2/32]2]21]2} 的 增长 率 为 (wzw+wz2) 
{fnn[1[1~1~1~2[2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzw+w2 

{fnn[1[1[2/32]3]2]2} 的 增长 率 为 (wz2w2) 

{fnn[1[1[2/32]4]2]2} 的 增长 率 为 y(w2w3) 

{n,n[1[1[2/32]1/2]2]2)} 昌 9 增 长 次 为 (wz2 ”1 ) 
{fnn[1[1[2/32]1[1[2/32]2]2]2]2} 的 增长 率 为 W(wazuqi(wz 轨 ) 
{n,n[1[1[2/32]1[1[2/32]1[1[2/32]2]2]2]2]2} 的 增长 牵 为 (wz li(wz bi(w2 ))) 
{fnn[1[1[2/32]1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz2w) 

{fnn[1[1[2/32]1~1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wa 必 ?) 

{fnn[1[1[2/32]1[2/32]2]2]2} 揭 增长 率 为 (wzw) 
{fnn[1[1[2/32]1[2/32]1[2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wzw53) 
{n.n[1[1[3/32]21212} 提 增长 率 为 W(wzw 2?) 

{n.n[1[1[1.2/32]2]2]2} 揭 增长 率 为 (wzu 岂 ) 
{fnn[1[1[1[1[1~1~2]212/32]2121]2} 的 增长 率 为 (wz^q(w2)) 
{fnn[1[1[1[1[1[2/32]2]2]2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (w2z^q(wzw)) 
{fnn[1[1[1[1[1[1[1[1>1>~2]2]2/32]2]2]2/32]2]2]2)} 的 增长 率 为 wz (wz (wa))) 
{fnn[1[1[1/2/32]21]21]2} 的 增长 率 为 (wz29) 

{fnn[1[1[1X2/32]3]2]2} 的 增长 率 为 (wz222) 
{fn,n[1[1[1/2/32]1[1[1/2/32]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz9%yi(wz2)) 
{fn,n[1[1[1X2/32]1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz 


{fnn[1[1[1/2/32]1[1/2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz222) 
{fn,n[1[1[2/2/321]2]21]2} 的 增长 率 为 (wz9w) 
{fnn[1[1[1[1[1[1X2/32]2]2]2/2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 Wuwz^Qq(w20) 
{fn.n[1[1[1/3/32]2]21]2} 的 增长 率 为 (wz2 2) 

{n.n[1[1[1X1/2/3212]212} 的 增长 率 为 W(wz2 0) 
{fn,n[1[1[1X1/1VX2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz2 2 2) 
{fn.n[1[1[1[2~2]2/32]21212} 拘 增长 率 为 W(wz2 人) 
{nn[1[1[1[1[1[1[1X1X2/32]2]2]2~2]2/321]2]2]2]} 的 增长 率 为 W(w2^QQ^(w22 0)) 
{fn.n[1[1[1[1X/2~2]2/321]2121]2} 的 增长 率 为 (wz 王 ) 
{fn,n[1[1[1[1X1VX2~2]2/32121212} 的 增长 率 为 (wz 2 2 0) 
{n,n[1[1[1[1[1/2~2]2~2]2/32]21212} 指 增长 率 为 W(w22 2 全 们 ) 
{n,n[1[1[1[1~3]2/32]2]2]2}) 的 增长 率 为 (wz 1(O)) 
{nn[1[1[1[1~4]2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 ywz 1(1)) 
{fnn[1[1[1[1~1~2]2/32]2]2]2} 的 增长 这 为 (wz^qi(w2)) 
{nn[1[1[1[1[2/32]2]2/32]2]2]2} 的 增长 牵 为 wz “qi(w2 )) 
{nn[1[1[1[1[1/2/32]2]2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 W(wz^yi(w2)) 
{nn[1[1[1[1[1[1~3]2/32]2]2/32]2]2]2}) 的 增长 率 为 (wz bi(wz Hb1(O))) 
{nn[1[1[1[1[1[1[1[1~3]2/32]2]2/32]2]2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 wz bi(wz bi(wz 1(O)))) 
{n,n[1[1[1~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 ywz wz) 

{n,n[1[1[1~2/32]2]3]2} 的 增长 率 为 (qi(w2z wz2)2) 
{fn,n[1[1[1~2/32]2]1/2]2} 的 增长 率 为 (yi(wz wz2)02) 
{n.n[1[1[1~2/32]2]1[1[1~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(wz wz) 
{fn,n[1[2[1~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (bi(wz waz)) 
{fnn[1[1/2[1~2/32]212]2} 的 增长 率 为 (qi(wz^w2)) 
{fn.n[1[1[1[1~2/32]2]2[1~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (yi(wz^w2) qi(wz^w2) 
{n.n[1[1~2[1~2/32]21]212} 的 增长 率 为 W(wz^wz+1) 
{n.n[1[1[1/2/32]2[1~2/32]2]2]2} 弗 增长 这 为 W(wz^wz+yi(wz)) 
{fn.n[1[1[1~2/32]3]2]2} 的 增长 率 为 y((wz^w2)2) 
{fn,n[1[1[1~2/32]1[1[1[1~2/32]2]2]21212} 的 增长 率 为 W((wz^waJy(wz^w2)) 
{n,n[1[1[1~2/32]1/X2]2]2} 的 增长 率 为 (wz wz2)0) 
{n.n[1[1[1~2/32]1[1[1~2/32]2]2]2]2} 的 增长 率 为 y((wz^wz)yi(waz^w2) 
{n,n[1[1[1~2/32]1~2]2]2} 的 增长 率 为 (wz (wz+r1)) 
{n,n[1[1[1~2/32]1[1~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz^(w22)) 
{n,n[1[1[2~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 wz (wzw)) 
{nn[1[1[1[1[1[1~2/32]2]2]2~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz (wzhb(wz wa))) 
{n,n[1[1[1/2~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz (wz202)) 
{fn,n[1[1[1[1[1~2/32]2]2~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 (wz^(wzqi(wz^w2))) 
{n.n[1[1[1~3/32]2]2]2} 的 增长 率 为 W(wz^wz^2) 
{n,n[1[1[1~1/X2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 wz wz2 0) 


{n.n[1[1[1~1~2/32]21212} 的 增长 率 为 W(w2z^wa^wa) 
{n.n[1[1[1~1~1~2/32]2]2]2} 的 增长 率 为 W(wz^w2z^w2^2) 
{n.n[1[1[1[2/32]2/32]2121]2} 的 增长 率 为 wW(wz^wa^waz^w) 
{n,n[1[1[1[1X2/32]2/32]21212} 的 增长 率 为 W(wz^wz^w2^O) 
{n.n[1[1[1[1~2/32]2/32]2]2]2} 揭 增长 率 为 W(wz^waz^w2^wza) 
{n,n[1[1[1[1~1~2/32]2/32]2]2]2)} 的 增长 率 为 (wz ~ wz wz wz wz) 
{n,n[1[1[1[1[1~2/32]2/32]2/32]2]2]2)} 昌 9 增 长 座 为 (wz2 ~w2 wz wz wz wz) 
{n,n[1[1[1/33]2]2]2} 的 增长 率 为 (qz(O)) 

{n,n[1[1[1433]3]2]2} 的 增长 率 为 (bz(0)2)=(qbi(yz(O)2))zb(bi(bz(O))2) 
{nn[1[1[1/33]1X2]2]2} 的 增长 挛 为 (qz(0)0) 
{n,n[1[1[1/33]1[1[1X33]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (qz(O)bi(yz(O0))) 
{nn[1[1[1/33]1~2]212} 的 增长 率 为 (bz(O)w2) 
{fnn[1[1[1/33]1[1/33]2]2]2} 的 增长 率 为 (qz(O)2 
{fn,n[1[1[2/33]212]2} 拘 增长 率 为 (yz(O)) 

{fnn[1[1[1X2/331]2]2]2} 的 增长 率 为 (qz(O)9) 
{fnn[1[1[1~2/33]2]2]2} 的 增长 率 为 (qz(O)^waz) 
{n,n[1[1[1[1X33]2/33]2]2]2)} 的 增长 率 为 y(z(0) > 和 2z(O)) 
{n,n[1[1[1[1X33]1[1X33]2/33]2]2]2} 的 增长 率 为 (qz(0) >z(0) yz(O)) 
{nn[1[1[1[1[1/33]2/33]2/33]2]212} 的 增长 率 为 (yz(0)^qz(0O)^z(0)^z(O)) 
{fn,n[1[1[1/34]2]2]2} 的 增长 率 为 y(qz(1)) 

{n,n[1[1[1/X31/2]2]2]2} 的 增长 率 为 (yz(O)) 
{fn,n[1[1[1VX31~2]2]21]2} 的 增长 率 为 y(qz(w2)) 
{nn[1[1[1V31[1/33]2]2]2]2} 的 增长 率 为 y(bz(bz(O))) 
{n,n[1[1[1431[1VX31[1/33]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 ybz(bz(yz(O)))) 
{n,n[1[1[1/X31/32]2]2]2} 的 增长 率 为 w(w3) 
{fn,n[1[1[1X2/31/321212]2} 的 增长 率 为 (qz(wa3)9) 
{tn,n[1[1[1~2/31/32]2]2]2)} 揭 境 长 率 为 (yz(w3) wz) 
{nn[1[1[1[14X31/X32]2/31/32]2]2]2)} 的 增长 这 为 (qz(ws) qz(wa3)) 
{fn,n[1[1[1/X32/32]2]2]2} 的 增长 率 为 W(ws+1) 
{n,n[1[1[1/X31/2/32]2]212} 的 增长 率 为 W(w3+O) 
{fn,n[1[1[1/X31~2/32]21212} 的 增长 率 为 (ws3+wz) 
{tn,n[1[1[1/Z31[1/31/32]2/32]2]2]2)} 的 增长 率 为 由 (WwW3+ 由 z(wa3 )) 
{n,n[1[1[1/X31/33]2]2]2} 的 增长 率 为 yw(w32) 
{fn,n[1[1[1/X31/31/2]21212} 的 增长 率 为 (wa3O) 
{fn,n[1[1[1VX31/31~2]2121]2} 的 增长 率 为 (wsw?) 
{n,n[1[1[1VX31/31[1/31/32]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wayz(w3)) 
{fnn[1[1[1/X31VX31/X3212]2]2} 的 增长 率 为 (ws32) 
{fn,n[1[1[1[2/42]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (waw) 
{n.n[1[1[1[3/42]2]2]2]2} 曲 增长 率 为 (wa 2) 


{fnn[1[1[1[1X2/42]2]2]21]2} 的 增长 率 为 (ww3 纪 ) 
{fnn[1[1[1[1~2/42]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (ws^w?) 
{n,n[1[1[1[1X32/42]2]2]2]2)} 揭 增长 率 为 和 (w3 ~wW3) 
{tn,n[1[1[1[1X31X32/42]2]2]2]2)} 的 增长 率 为 (WwW3 ~wWwa3a ~wW3) 
{n,n[1[1[1[1[1VX32/42]2/42]2]2]2]2) 色 增 长 座 为 (WwW3 “wa3a ~wa3a “wa3) 
{nn[1[1[1[1[1431432/42]2/42]2]2]2]2} 的 增长 这 为 wa wa wa wa3 ws3) 
{fnn[1[1[1[1/43]2]2]212} 的 增长 率 为 y(3(O)) 
{fnn[1[1[1[1X43]3]2]212} 的 增长 率 为 (3(0)2) 
{fnn[1[1[1[1X43]1VX2]2]212} 的 增长 率 为 (ys3(0)O) 
{fnn[1[1[1[1X43]1~2]2]212} 的 增长 率 为 (3(O)w?) 
{fnn[1[1[1[1/43]132]2]2]2} 的 增长 率 为 (bs3(O)w3) 
{fn,n[1[1[1[2/43]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (3(0)”) 
{fnn[1[1[1[1/2/43]2]2]212} 的 增长 率 为 (3(0)) 
{fnn[1[1[1[1~2/43]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (ba3(O)^wz) 
{n,n[1[1[1[1X32/43]2]2]2]2} 由 增长 率 为 ybs(O) ws5) 
{nn[1[1[1[1[1443]2/43]2]2]2]2} 的 增长 牵 为 (bs(O) bs(O)) 
{fnn[1[1[1[1/44]2]21212} 的 增长 率 为 (3(1) 
{n,n[1[1[1[1X4142]2]2]2]2} 的 增长 牵 为 (bs(0)) 
{fnn[1[1[1[1X41~2]2]2]212} 的 增长 率 为 (bs(w2)) 
{fnn[1[1[1[1/41/32]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (bs(w3)) 
{n,n[1[1[1[1X41[1443]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (ys(bs(O))) 
{fnn[1[1[1[1/X41/42]2]2]212} 拘 增长 率 为 y(w4) 
{fnn[1[1[1[1/41/43]2]2]2]2} 的 增长 率 为 yw42) 
{fnn[1[1[1[1/X41/41/3212]2]2]2} 的 增长 率 为 y(w4w3) 
{fnn[1[1[1[1X41V41[1X41/42]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 W(w4qys(w4)) 
{fnn[1[1[1[1/41/41/42]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (w42) 
{fnn[1[1[1[1X41VX41/X41/42]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 yw43) 
{fnn[1[1[1[1[2/52]21]2121]2121]2} 的 增长 率 为 y(w42) 
{fnn[1[1[1[1[1X2/52]2]21212121]2} 的 增长 率 为 y(w49) 
{fnn[1[1[1[1[1~2/52]2]21212121]2} 的 增长 率 为 W(w4^wa) 
{fnn[1[1[1[1[1X32/52]2]21212121]2} 的 增长 率 为 W(w4^w3) 
{fnn[1[1[1[1[1X42/52]2]212121212} 的 增长 率 为 W(w4^w4) 
{fnn[1[1[1[1[1/53]2]21212121]2} 的 增长 率 为 (4(O)) 
{fnn[1[1[1[1[1/51/52]2]2]2]2]2]2} 的 增长 率 为 (wa5) 
{fnn[1[1[1[1[1[2/e2]2]2]2]21]21]2]2} 的 增长 率 为 (ws5w) 
{fnn[1[1[1[1[1[1X52/e2]2]2]2]212]2]2} 的 增长 率 为 (ws5^w5) 
{fnn[1[1[1[1[1[1/e3]2121]2]2]2]21]2} 的 增长 率 为 (5(O)) 
{fnn[1[1[1[1[1[1Xe1Xe2]2]2]2]212]2]2} 的 增长 率 为 y(we) 
{fnn[1[1[1[1[1[1[1X71X72]2]2]2]2]2]2]21]2} 的 增长 率 为 (wy7) 


m n[1[1[1[1[1[1[1[1/81/82]2]212]2]2]2]212]2} 的 增长 率 为 w(ws) 
乌 之 记号 的 最 大 增长 李 ,以 及 SC6G ns SSCG 函数 网 增长 率 均 为 wu), 这 个 序数 是 序 囊 
由 (w) 汕 (92) 吕 (wz 由 (w3)… 的 极限 .这 个 序数 也 是 二 阶 逻 辑 中 TI 一 CA 系统 的 和 术 权 附 . 
接 下 来 由 (wu+1) 应 该 是 wuwrDWCa(uwrDWCpa(uaeD 要 根 , 撞 
着 我 们 还 可 以 得 到 业 wu+r2) 小 (wu2) 光 (wu3) 光 (ww ) 光 (ww ) 由 (wu “ww) 千 序数 
要 证 义 ,序列 出 ww) 出 (wu ww) 由 (ww wu ~ ww) 由 (ww wu ww wu)… 的 极限 
ws(O)) 补 称 作 TFB(Takeuti- II Buchholz ordinal), 是 二 阶 还 
辑 中 TI 一 CAO 一 BI 系 统 的 算术 极限 .我 们 不 难 想 朱 序数 W(wwD)=q(bw(ww)) 
= 由 (wu(qu(.w(O0)..)))( 共 w 个 由 .依次 类 四 的 下 畦 还 可 以 是 任意 序数 :如 果 
此 下 术 是 一 个 后 继 序 数 ,就 进行 前 述 4 条 规则 的 递归 ;如 果 此 下 村 是 一 个 胃 限 
序数 ,就 进行 fwuo(xX)=fwu.o(X) 的 遂 归 . 
设想 一 下 这 样 一 个 序数 (wo). 既 然 9 意 嘛 着 WW 尽 出 函数 网 远 代 , 这 个 序数 
就 应 该 是 序列 中 (Wo)= 由 (W) 册 (Www) 由 (Wwws) .的 权限 .然后 由 (ww:) 是 序 克 
(bi(w 力 路 (www)， Www 7) .的 极限 .接着 ,我 们 还 有 像 由 ww) 
(ww)，W(wws) 之 类 的 序数 ,直到 W(P), 其 中 请 是 ayua 的 需 一 个 序数 不 动 点 ， 
ep 由 (Www ). 这 个 由 (ww ) 是 二 阶 琐 辑 中 TI 一 TRo 系统 揭 算 本 极限 . 
结束 Jo5?2 我 们 还 没有 结束 ,大 数 和 序数 也 不 可 能 就 这 样 结 束 . 接 下 来 我 们 
挣 看 到 超越 TH 一 TRo 拘 东西 一 一 


【74331 下 了 色 数 和 和 工 


下 面 的 下 冰 数 与 二 元 中 函数 有 相近 的 证 义 : 
1.85(O,p)=wWp 
2.86(a+1.0)[1]=E(a.O) 
Gl(a+l10)[n+1]=G(aG(arl10)[n]) 
3.8E(a+1p+1)[1]=(a+1p)+1 
G(a+1.p+1)[n+1]=E(aES(arlp+1)[n]) 
4.E(a,p)[n]= 更 (ap[n]), 其 中 心 为 胃 限 序数 ， 
5.5E5(a,p+1)[n]= 更 (a[n],p+1) ,其 中 a 为 权限 序数 
注音 下 函数 必须 在 由 函数 里 面 使 用 . 
G(10)=G(0.E(0 .85(0.E(0.0))…))= 下 (0 (0 .5E(OW)...))=wWw, , 巴 是 Ga>UWa 
的 第 一 个 序数 不 动 点 .这 总 o 林 着 更 (1.0) 和 和 Waito) 是 同一 序数 . 接 下 来 ,如 果 顺 着 由 


函数 网 和 皇 叉 , 我 们 插 会 得 到 像 由 @(10)+1) 这 样 的 东西 , 它 是 序列 

(yw( 划 (1.0))+1) (ww ( 理 (1.0))+1) 的 权 限 .然后 序列 Ce 
由 (有 (1.0)200 2 和) 的 要 了 根 应 是 和 (adtohi(O)). 接 着 我 们 插 得 到 和 wasa on)， 
(wasd oh*2) 中 (WasGlLo)2) 由 (Was(do)3) 由 (WasGLo) 2) 由 (Was(Lo)"sGL0)) 由 (WUWwaaoso))， 
(wusuoi) 可 序数 ,最 后 由 ( 王 (0.,@(0… 亚 (0, 亚 (1.0))…))) 风 可 于 中 ( 亚 (1.1))， 

接 下 来 是 出 更 (1.2)) 册 ( 王 (1w)) 直 (更 (1 有 (0O,E(O, 册 ) 力 出 ( 灾 (1 王 (10)))， 

由 (到 人 王 ( 力 出 ( 理 (1 瑟 (1 且 10 放出 ( 呈 (2 07 访 由 ( 王 (2 7) 浊 ( 王 2, 王 (2,0)))， 
$(@(3.0)) 由 ( 王 (4.0)) 浊 (Euw,0)) 浊 (E(E(w,0).0)) 由 (E(E(E(w,0),0),.0)) 享 序数 . 
仔细 观察 景 后 3 个 ,它们 是 不 是 很 像 T(O)>? 

ea 多 元 中 函数. 由 函 数 

应 该 有 -个 相应 应 的 更 强风 上 师 中 ,我们 复 择 了 由 函数 , 周 工 表示 一 个 强风 上 师 中 ， 
办 本 工 也 是 Ga 一 wu 的 序数 不 动 点 ,所 以 Wi= 工 例如 闻 ($o:(O))=(@(10)) 由 (中 o:(1) 
= 出 (@(11) 由 (rz(420)= 由 ( 亚 (14277) 直 (bz(yrGO)))= 由 人 E( 王 (10))) 史 (br 
= 炎 (@(2 .0))( 注 :在 业 结构 中 ,wo 一 逢 写作 9 且 wr 与 工 相 李 .但 不 要 杷 由 (qzr(I)) 
习 成 出 ( 工 )) 中 (byrGI+1)= 由 (EEC2,O)+1) 由 (br(I27 力 = 出 ( 且 (< ,1))， 
(rz(I))=( 本 (3.0)) 由 (qzr(I ))=( 且 (4.0)) 光 (rz(I qz(I)))=( 亚 (本 (2.0).0))， 
和 (rz(I qzr(I qzr(I))7)= 由 (更 (更 (得 (2.,0).0).0)), 然 后 (gr(I )) 则 是 序列 
J(E(w,O0)) 由 (E(E(w,0)0)) 由 (E(E(E(w,0).0).0)) 的 极限 一 一 像 T(O) 那 样 | 

接 下 来 y(yr(II J) 应 与 SVO 类 似 ,而 灿 (yzr(I 区 ) 应 与 LVO 类 似 . 顺 着 序 珊 
和 (qz(I)) 则 (xD) 则 (qz 站) (rz 站 )… 走 下 去 , 它 的 极限 应 是 
(br(byos(O)) 儿 也 可 以 写作 由 os(O)), 这 里 yz 另 数 相当 于 中 o: 凶 数 ) 这 个 序数 

与 BHO 类 似 ,但 它 是 KPI 系统 的 算术 极限 . 

我 们 可 以 继 终 , 得 到 序数 (bo:(I))=(boz:(br(byos:(…brz(bhos:(O)).))))， 
yo (0rD))=(o (yo (co (0O)..)))( 注 意 ,在 著 通 的 由 函数 中 ui 代表 W 尽 
ya 了 荔 数 拘 进 代 , 而 这 里 人 ra 代表 山 尽 则 o: 荔 数 拘 示人 代 ) 遇 (os(O)) 浊 (bo:((2rz))， 
(os(O0)) 光 (oru)) 由 (bo(Grw)) 光 (box((2rszo))) 李 可 . 

各 后 ,aox(ra 的 序数 不 动 点 不 提 认 为 是 由 oi(urz)=ox(Lr:T) 
用 一 个 新 的 记 己 表示 ,应 访 是 中 rt2(O). 由 aoi(rad 变 成 和 rzJ(O) 的 过 程 就 正 
如 由 a 玫 (人 La) 变 成 由 r(O) 的 过 程 . 

一 舰 地 ,ao((rpya) 的 序数 不 动 点 是 由 oa(O). 

接 下 来 ,序数 II(I.(I(I)).) 就 是 or-_*I(a) 曲 第 1 个 序数 不 动 点 , 记 作 I(10)， 


在 FGH 中 昌 合 它 的 最 小 序数 是 由 (ro(O)). 而 a- 工 aq 的 第 nrl1 个 序数 不 动 点 
由 可 以 记 作 工 (1n). 这 时 工 又 变 得 侧 风 函数 那样 了 .类 似 于 (10.0), 我 1 有 
I(1.0,0): 类 似 于 中 (2.0.0.0), 我 们 有 工 2.0.0,0): 类 似 于 (3@7), 我 们 有 I3@7) 


AT 
= 中 


【74431xX 急 数 与 从 


如 末 说 工序 列 可 以 比 作 中 邓 数 ,那么 什么 东西 才 可 以 比 作 由 
不 过 我 人 9 可 以 找到 一 个 "相近 的 锰 数 X 了 数 . 书 是 一 个 二 元 
数 可 能 含有 从 这 一 新 网 序数 给 号 ,第 2 个 参数 则 不 合 从 . 它 鬼 和 
1.X(O,P)=I(P) 
2.x(a,O)[n]=X(a[n],0), 这 里 a 为 到 恨 序数 
3.x(a,p+1)[n]=x(a[n],x(a,p)+1) ,这 里 a 为 权限 序数 
4.X(ar1O)L1]=X(a,O) 
X(ar10)[n+1]=X(aX(arlO)[n]) 
注 :这 里 h(x) 为 任意 只 含 加 法 、 乘 法， 乘 方 和 国 前 遇 又 革 而 画 统 鸭 了 数 ， 
5.X(h(ar 人 ),O)[1]=X(h(a),O) 
X(h(ar 人 ),O)[n+1]=X(h(arX(h(ar 人 ),O)[n]).O) 
X(h(ax 人 ),O)[1=X(h(ad),O) 
X(h(ax 人 M),O)[n+1]=X(h(axX(h(ax 人 )O)Ln]).O) 
6.X(ar1p+1)[1]=X(aP) 
X(a+1.p+1)[n+1]=X(aX(GarLp+1)[nI]) 
7Z.X(h(ar 人 ),p+1)L1]=X(h(ar 人 ),P)+1 
X(h(ar 人 M),p+1Ln+r1]=X(h(arX(h(arAD)P+D[n]),O) 
X(h(ax 从 ),p+1)[1]=X(h(ax 人 ),P)+1 
X(h(ax 人 ),p+1)Ln+r1]=X(h(axX(h(axA)P+D[n]),O) 
8.x(ap)[n]=x(a,p[n]), 这 里 户 为 权限 序数 
可 见 , 从 寓 1 个 参数 看 X 函数 的 运算 与 由 函数 类 似 ,但 从 2 个 参数 的 关系 来 
看 ,X 函数 拘 运 算 与 g 函数 类 似 .X 函数 与 工序 列 有 如 下 关系 : 


我 们 还 可 以 得 到 像 X(NA) X(NA 人 那样 的 东西 .在 FGH 中 ,我 们 的 记 旦 如 
(bo:(X(N )) 册 (Wwwe(2) 和 .不 过 ,它们 都 比 不 上 接 下 来 出 现 揭 东西 一 一 


【7/ 2131CK 


【7.5,131 非 迎 归 序 数 


在 FGH 中 ,前 面 所 提 及 的 所 有 序数 ,都 是 递归 息 义 的 ,但 因为 工 函数 是 非 弟 
归 序 数 ( 或 者 说 是 不 可 计 算 的 ), 所 以 前 面 的 序数 统统 都 比 不 上 过 函数 则 增长 . 那 
么 ,我 1 应 由 示 过 了 锰 数 的 增长 率 呢 ? 

我 们 发 现 过 函数 和 BB 函数 网 增 长 率 刚好 是 第 1 个 非 递 归 序 数 .这 个 序数 是 
所 有 递归 序 的 焦 全 ,kof1w,soCofoSVOLVO,BHO ,TFB 由 (wo)， yqrto)，， 
(ri(OD7 昌 (ro 四 (rdooOD 力 由 (brdaewi(O 六 出 (qbxwAGO 力 小 记 作 of 
上 村 去 示 非 池 归 网 Church-Kleene 序数 ,下 村 1 表示 "第 1 个 ". 需 要 指出 网 
是 wf “ 仍 是 一 不 可 数 揭 序 数 因此 它 小 人 人 

名 数 二 (2)( 上 柱 表 示 另 | 人 R 数 ) 的 增长 滨 是 wf +1 , 接 下 来 由 名 可 以 " 
加 上 "任何 序数 ,直到 它 本 身 .w 人 可 以 放 入 任何 运算 中 如 乘法 乘 方 . 由 函数 这 
当 接 下 来 就 是 第 2 个 非 道 归 序数 ugK 它 是 wk 放 入 任何 递归 运 入 所 得 序 
小 曲 焦 合 .二 z(m) 拘 增长 挛 为 w 纪 

我 人 还 可 以 得 到 第 nm 个 非 递归 序数 
变量 为 m). 


K 
然后 ,下 圭 n 可 以 变 成 任何 序数 ,如 w9 人 


wf  , 它 刚好 是 Z(m) 的 增长 率 ( 自 


r75231w0 所 函数 


我 们 只 需 杷 四 函数 的 定义 稍 ee 就 可 得 到 中 ”函数 书 是 非 兆 
我 们 用 "#" 来 表示 任意 序列 (或 空 序 列 ), 用 "$" 来 表示 只 有 0 的 序列 (或 空 序列 )， 
1.9(a)C=uG 
2.9(0 着 ) ”=9( 基 ) 
3.8(##a$) 汰 [n]=g(##,a[n]$) 拓 此 处 a 为 极限 序数 
4.(##a$ p+1 [nn]=p(##a[n]p( 并 ,a 币 记 )+1， 此 处 a 为 极限 序数 


5.8(##,a+r10 $) 失 [1]=9( 基 ,aiO 囊 ) 全 
6.9( 基 ,ar1$,p+1) [1]= 四 (并 ,ar1 币 , 记 ) +1 
(天 ,a+r1,$ 搬 ) 天 [n+1]=9(#,a 人 ar1 ,向 , 户 )”[n], 币 )… 
地 别 地 ,(1.0) 失 是 o->wW5 的 第 1 个 序数 不 动 点 , 即 wWxek .三 函数 弗 增长 率 正 


日 (10)5 


单行 的 Arx 函数 增长 率 只 有 (1.0) 和 +w“- 平面 的 Arx 函数 ee 让 有 
(1.0)Cekwu “多 维 的 Arx 函数 增长 率 只 有 中 (1.0)Cckwu 炎 由 此 可 见 ,Arx 函数 
的 扩展 是 很 弱 的 . 


【75331 强 人 Arx 上 凶 数 


如 果 我 人 把 第 【6443 小 节 的 Arx 函数 的 规则 疏 成 "Arx(n,1)= 
fw(Arx(n-1.1)), 其 中 序数 a=g(Arx(n-1.100) 人 那么 这 个 Arx 函数 振 陪 离 三 函 
数 而 行 在 , 它 是 强化 Arx 函数 .规则 1. 3. 4. 55 仍 不 变 . 它 的 增长 率 就 可 以 达到 
(www 

壳 五 Aarex 数 李 于 强化 Arx 函数 中 曲 
Arx(1010"100[1010"100]1[1010"100]1 1[1010- 100]2)( 共 1010`100 个 1) 昌 然 表达 式 
8 第 四 Aarex 数 相 同 ,但 数值 大 得 多 . 

强化 Arx 函数 可 以 继续 扩展 它 使 用 乌 之 记 时 曲 A 规则 另 添加 高 级 数 阵 易 
规则 6: 记 站 是 审 一 个 参数 由 是 nn 后面 第 一 个 非 1 的 数 .如 果 m 不 在 审 工 行 , 那 
么 把 由 减 1 把 mm 是 面 以 分 耻 再 [A] 分 下 的 部 分 全 都 变 成 nKA >n( 其 中 A 除了 
定 一 个 数 比 A 小 1 外 ,其 它 部 分 与 A 相同). 果 后 ,在 强化 Arx 函数 
中 ,bxO/ 2z2>p=bxpxspxp.…pP/pp>.….p>p>p>p( 共 p 对 <>), 它 对 应 的 分 隅 再 是 [14122]. 

现在 强人 Arx 函数 风景 大 增长 率 变 成 了 g(w,1) (ww 第 六 Aarex 数 这 
于 Arx(10K T[1/ 22]1[1V 22]1..1[1V22]2)( 共 10 2 个 [1 22])， 

接 下 来 Arx 了 邹 数 像 这 样 扩 展 , 它 使 用 & 介 子 : 

Arx(0)J&(#)=10? 
Arx(##)&(1)=Arx( 坟 ) 
Arx(##)&(n)=Arx(1[1/ 22]1[14 22]1...1[1X 22]2)&(n-1)( 共 Arx(## )&(n) 个 [1 22]), 其 


中 # 表示 # 序 列 中 第 1 个 参数 减 1 后 得 到 的 序列 . 
Arx(##)&(n,m)=Arx(##)&(Arx(##)&(n-1m),m-1), 即 处 理 后 -个 数 阵 ,直到 变 成 工人 个 数 ， 
Arx(##1)&(##2)&(#3) 先 从 理 ##3 如 Arx(#1)&(##2)&(nm)= 
Arx(#;)&(#2)&CArx( 坟 1)Q(##2)&Cn-1m),m-1). 

景 后 ,第 七 Aarex 数 各 于 Arx(1D)&(1)&..&(1)&(2)( 共 108 2 个 1 但 是 它 远 


远 比 不 上 foaoooc(3). 


【8,11 Rayo 数 


Rayo 函数 的 增长 这 大 得 连 FGCH 都 没有 足 品 大 则 序数 来 表示 .Rayo 开 玩 半 
地 弛 出 这 个 子 数 ,Rayo(n) 征 义 为 "大 于 在 一 阶 逻 辑 中 用 不 超过 nm 个 赃 号 能 表示 
赐 任何 数 则 景 小 正 整数 ". 而 "大 于 在 一 阶 遇 辑 中 用 不 超过 10 个 疹 旦 能 表示 
曲 任 何 数 的 最 小 正 整 数 ", 即 Rayo(10 0), 称 作 Rayo 数 ， 

对 于 较 小 的 mnRayo(n) 的 灾 际 大 小 可 能 很 小 ,但 是 ,我 人 ?和 道 ,增长 率 是 更 看 nn 
趋向 无 田 时 拘 大 小 的 . 


从 焦 合 的 玫 度 看 ,0 就 是 空 焦 { 和 .1 就 是 {O0}={(} 2={0.D=10L 人 0 3={0,12) 
={ 人 人) 人) 汶 .=- 秃 地 ,任意 一 个 正 整 数 n 都 用 一 个 焦 合 来 表示 ,那么 n+l 就 
可 以 用 焦 合 nu {n} 来 表示 .表达 式 - 习 a(aEb) 童 呆 着 没有 什么 Q 会 是 的 子 售 ， 
因此 ee 外 表示 出 一 个 数 就 是 让 基 个 参数 得 出 这 个 数 对 应 鬼 仿 
台 .1 可 以 这 样 旋 义 ;((- 卫 c(cCEb))AbEa)A(n- 习 c(cEaA (nc= by 看 , 它 1 占 用 
的 再 ae 过 当 我 人 ] 可 用 的 符号 足 驶 多 时 ,我 人 ?可 以 使 用 -- 些 运算 而 
不 仅仅 是 后 继 数 .如 果 我 们 鬼 符 号 很 多 ,那么 这 些 运 草 可 以 很 复杂 


.Rayo 阵 数 的 
强大 的 增长 达 就 是 这 么 来 的 . 


【8231 大 数 的 音义 


我 人 个 爱 一 下 ,不 妨 用 G 表 示 这 个 Rayo 男 数 的 增长 率 吧 .fo(x) 当 然 是 一 个 增 
长 得 很 快 的 锰 数 

Rayo 数 =Rayo(10 ), 是 个 很 大 曲 数 . 它 是 现 有 的 已 命名 由 景 大 的 数 . 

接 下 来 是 Rayo+1, 昌 然 只 大 3 了 1 但是, 它 人 Rayo 数 大 .没有 最 大 的 数 ， 


而 一 个 数 时 ， 站 大 烤 痢 会 直 诉 你 ,这 不 是 曲 大 的 数 "你 说 的 数 "+1 比 它 
更 大 .这 姨 训 无 音义 的 , 它 0 时 任何 进展 . 


接 下 来 是 Rayo+2 ,Rayo+3 

接 下 来 是 Rayox2. 这 些 人 从 +1 的 人 那里 返 开 了 "一 太 步 "他们 认识 到 +1 的 局 
限 .但 是 ,这 仍然 是 语 无 莒 义 的 . 

接 下 来 是 Rayox3,Rayox4,，… 

下 面 我 们 又 走 上 了 一 个 台阶 一 一 Rayo“. 翅 一 个 数 平方 ,这 "确实 "是 增 大 数值 
的 一 个 办 法 . 

Rayo2 ,Rayo ,Rayo^Rayo ,Rayo^Rayo^Rayo, Rayo^Rayo^Rayo^Rayo， 
E 不 过 这 些 相 比 前 面 那么 多 路 ,又 实 些 什么 呢 ? 即 使 是 函数 Rayo Rayo 
^Rayo( 共 hn 个 Rayo) 也 仅仅 是 拥有 ga 的 增长 率 而 已 .什么 用 都 没有 .但 这 已 经 是 
一 些 人 对 数字 拘 计 算 拘 权限 了 , 乘 方 

我 们 还 可 以 翅 Rayo 数 放 进 各 种 运 E 算 中 .直到 一 一 Rayo 函数 .Rayo(Rayo)i 让 
我 人 充分 利用 这 个 了 肠 数 ,但 Rayo(Rayo(n)) 的 增长 率 却 还 是 9. 

接 下 来 是 Rayo(Rayo(Rayo)),Rayo(Rayo(Rayo(Rayo)))…… 阵 数 
Rayo (Rayo) 的 增长 率 终于 达到 了 a+1. 

fuz(X) 的 增长 比 Rayon(Rayo) 还 快 , 它 可 以 轻松 超越 Rayo ooeoyo(Rayo)， 

接着 是 子 数 fo3(x),ifo4(X),fwa(X), 直 到 oo(x), 即 和 oz(X). 

阐 着 是 男 台 foa00 fo 和 a00 ,fos fosto ,fenCO aol 


frlcD(x)frceD(X),fwo<oo(X),feaedonye(X) 季 椰 李 .可 是 ,如 未 我 1 汉 只 有 二 外 增 长 生 
更 快 的 函数 ,或 是 更 大 更 快 的 记号 ,一 切 都 是 徒劳 . 
0 数 的 字 问 ) 不 是 在 于 名 造 出 "明太 的 数 "一 一 那 根 本 就 不 行 在 


一 一 而 是 在 于 拥有 上 能够 表示 数 的 记号 "站 在 巨人 的 情 上 "这 和 句 话 在 这 里 并 不 适 


用 .任何 +1 的 行为 都 是 徒 砚 ,只 有 自己 创 选 出 -个 记号 ,或 是 发 现 - 个 新 的 函数 ， 
才 是 有 几 的 . 

Sbiis Saibian 曾 说 过 这 样 一 句 话 :几乎 所 有 的 正 整 数 都 是 非常 非常 大 的 .其 
实 , 无 论 对 于 什么 正 束 数 n, 如 果 任 取 一 个 正 整 数 m, 那 么 myn 则 概率 是 1 


多 考 容 料 
大 数 Wikia 
hf++p:LLgqoogology.wWikia.com 
Sbilis Saibian 网 网 站 
ht+t+p://sifes.google.com/sife/jargenumbers/home 
Jonafhan Bowers 的 网 站 
ht+p:LLwww.polyfope.net/hedrondude/home.htm 
Chris Bird 的 了 网站 
ht++p:/Lmrob.com/users/chrisby/ 


